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05 АРИФМЕТИЧЕСКОЙ ГРУППЕ АВТОМОРФИЗМОВ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОМЫ 


(1 редставлено академином И. М. Виноградовым) 


В работе устанавливается фундаментальная область для груп- 
пы автоморфизмов квадратичной формы п переменных, сигнатуры 
п—-2. 

Доказывается, что эта фундаментальная область для каждой 
данной квадратичной формы, коэффициенты которой находятся 
в рациональных отношениях, состоит из конечного числа выпук- 
лых пирамид с конечным числом граней. 

В основе метода лежит рассмотрение областей Дирихле для 
вершин полиэдров, являющихся обобщением полигона Клейнл. 
При этом области Дирихле рассматриваются по отношению к 0б- 
общенному расстоянию, а именно: расстоянием между двумя точ- 
ками считается значение билинейной формы, соответствующей дан- 
ной квадратичной для координат данных точек. 


Введение 
Пусть 
7, 
Нарвы... , 25) =) = УХ ациюи (ав =) (1) 
1 


вещественная неопределенная квадратичная форма с п переменными 
определителя а -Е 0. Целочисленную подстановку определителя -Е 1 


21 = $ и 1 и =, 2 ...) п), (2) 
переводящую } в себя, назовем автомор физмом формы } 
и группу этих автоморфизмов обозначим через С: точки п-мер- 


ного пространства (2;) и (у:), координаты которых связаны урав- 
нениями (2), назовем эквивалентными. Поверхность ]=0 


назовем конусом К. 
Мы будем рассматривать лишь тот случай, когда разложение ] 


на квадраты имеет вид: 

=/ (х)) = — м — ... А-В, (3) 
где == +1, а 91, ..., У» — вещественные линейные формы пере- 
менных 2;. Точки (2;), для которых =&/>0и=/ < 0, будем назы- 
вать соответственно внутренними и внешними точками 
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конуса К. При указанном виде 1 внутренность конуса К может 
служить для клейновского изображения неэвклидовой геометрии. 

Целью настоящего мемуара является опрепцеление внутри К 
фундаментальной области У группы С. Под этим назва- 
нием мы понимаем, как обычно, область У, обладающую свойствами: 
1) каждая точка внутри А эквивалентна точке У; 2) две различ- 
ные точки внутри У не эквивалентны. Я доказываю, что область 
У можно взять в виде конечного или бесконечного числа линейных 
пирамид, каждая из которых ограничена конечным числом граней и 
имеет вершину в начале координат (0). В частности, если коэф- 
фициенты / целые рациональные, то группа С бесконёчна, а об- 
ласть ИУ состоит из конечного числа указанных пирамид. 

В других случаях [т.е. когда рассматривается внешняя часть 
конуса К, или когда разложение {| на квадраты имеет другой 
вид, нежели (3)] фундаментальной области вообще не существует. 

Метод, применяемый мною, состоит в обобщений так называе- 
мого полигона Клейна ('). Пусть ОА и ОВ—две полупрямые 
на плоскости, исходящие из начала координат, и //—совокуп- 
ность точек с целыми координатами, лежащих внутри угла АОБ; 
расположив нить по ломаной АОВ, натянем ее затем на точки 1 
(предполагая их несдвигаемыми). Тогда получим некоторый много- 
угольник П (Отт1ззро!усоп, по Клейну); изучение этого много- 
угольника позволило Клейну геометризировать теорию неопреде- 
ленных бинарных квадратичных форм. Наглядное обобщение этого 
построения на п-мерное пространство очевидно; заменяя угол АОВ 
конусом К, получим вместо П многогранник Р, который назовем 
охватывающим многогранником (Отт1ззро!уе4ег = ПР) 
формы }. Строгое оформление этого многогранника изложено 
в $ 4^—14 настоящего мемуара. 


О конуее второго порядка 
$1 


В ближайших параграфах мы перечислим те свойства конуса К, 
которые нам понадобятся в дальнейшем; они суть непосредст- 
венные обобщения свойств трехмерного конуса. 

Пусть 


п 
А(ть у) = № У 91:7} (1) 

= 
есть билинейная форма, соответствующая квадратичной форме (1). 
Рассмотрим направление из начала координат О на точку Г, (^;); 
плоскость  }(Аь, 2;) = 0 назовем дваметральной плос- 
костью, сопряженной с направлением ОГ. Если Г, не лежит 


(05 
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нк К, то 1 (Ах; -=0 есть геометрическое ‘место средин хорд ко- 
нуса К, параллельных 0/[Г; наоборот, ряд параллельных плос- 
костей 7 (/№1,1;) = А (— © «А+ о) пересекает К по централь- 
ным многообразиям, и геометрическое место центров есть прямая 
01.. Если же Г, лежит на К (т.е. ОГ, есть образующая конуса К), 
то плоскость / (^;,2;) = 0 касается К по этой образующей (точный 
смысл слова «касается» см. ниже). Во всех случаях прямую ОГ, 
будем называть сопряженною с плоскостью ] (^;,5;) = Ё. Далее, 
плоскость /(^:,7:) = & назовем плоскостью эллиптического, 
параболического или гиперболического направления 
для конуса К, смотря по тому, проходит ли прямая ОГ, внутри, 
на границе или вне А. 
Пусть 


сх 


В А 1 Ф) (5) 


союзная с / форма; очевидно, что (—=)"-1 Р(х;) имеет разложение 
на квадраты того же вида, как (3), т.е. Е = 0 есть конус, топо- 
логически подобный конусу К. Замечая, что число 4 = 4её { имеет 
знак = (—=)"-1, и полагая =’= +1 = 91 (#4), найдем, что нера- 
венство =’ Ё(7;) > 0 определяет внутренность союзного конуса. Из 


тождества 
ана -. Пал 25 аа 2 Рана © 
вытекает, что плоскость р1х,-Р ... + Рид, = К будет плоскостью 


эллиптического, параболического или гиперболического направле 
ния для К, смотря по тому, проходит ли нормаль (р:) этой плос- 
кости внутри, на границе, или вне союзного конуса. 

ТЕОРЕМА 1. Исли рх.-+ ... + р ль = 0 плоскость эллипти- 
ческого или гиперболического направления, то можно найти веще- 
ственную линейную подетановку 

му Чая Е И Вл | : 
О ел М (р) 


приводящую [в виду 
=7 (=) = Ни ООС ЕЕ а - Е ЗЕ а 

причем вертиие знаки имеют место в случае эллиптической, нимс- 
ние—в случае гиперболической плоскости. 

Рассмотрим форму о=/— Л (р1х, | ... +- Рих,)?; из условия 

4 

Е(р` 

Пусть 9 = ВЕ во Ви. лет ли, (о д  веществен- 
ные, линейно-независимые формы. Не может быть г < и—1, так 
как иначе было бы 4 —= 0; следовательно, г = п—1 и 


дер о =0 получаем Л = 


2 оо 2 
Е] = — 1 — ... — Ул Е Уна Е Ум, 
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где у» имеет указанное вышие значение. Очевидно, что определи- 
тель форм у; не равен нулю, что и требовалось доказать. 
ТЕОРЕМА 2. Если р: + ... + Ри, = О плоскость параболи- 
ческого направления, то существует вещественная линейная под- 
становка У = 02 - -.., ..., % = Рйи + -.. + Риб,, приводящая 
2 2 
Ё к виду =] (х1) = —У1— ... — Уп-а + Уп-1 Ул. 
Пусть р, == 0; выражая х„ через у», 21, ..., Х,_-1, Подотавляя 
это значение в /(х,) и пользуясь тождеством 


Ри а.) (7) 
получим =] (1) = Урук -ЕФ (41, ..-, бь-1), где. [ем. (1)] 


са 
Чь—1== в. п НЕ 


т 


2: а 
НЕ Ра [| наз Е ое Япт-1Ти-1 — г (Рих, Е 655 аЕ рыла) | , 
® 


Рис: Е --- Е Рь те: 
Рь 


о (а, о 


Легко доказать, что деф = 0; именно, преобразуя =/(х;) под- 
становкой 


[ 1 ое 0 0 ] 
0 ее 0 0 
0. . * о * * м ‘о : (5) 
заре вон, поие о ЕМ-( 
[ Р® Ръ Рь ] 


й. 


найдем, что ео будет равен значению формы ="—1Ё для алгебраи- 
ческих дополнений последнего столбца подстановки (8), т. е. 


бот 2 о. 


Ра’ Рь 
2 2 г с 
Значит, ф= и - ... у, где г«п—2 и у; — вещественные 
линейно-независимые формы переменных ат, ... ‚, Х„_1. Если бы 
‹ 2 2 
г<п—2, то 4=0; поэтому г=п— 2, Е/ = У-1 У, — Ш... — Ума, 


что и требовалось доказать. 


$8 

Пусть Ф = рах, -- ... + Ри, =0 плоскость эллиптического ня- 
правления для конуса К. ШМз теоремы 1 вытекает, что для всех 
точек внутри и на границе А, кроме точки О, © = 0, так что эти 
точки можно разбить на два множества А’и А’’, определяемых 
условиями: ф > 0 иф< 0. Эти множества назовем полостями 
конуса К. Точки, для которых => 0 и =/=0, будем называть 
лежащими внутри и на границе соответственной полости. Оче- 
видно, что А’’ симметрична с А’ относительно начала координат. 
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При помощи теоремы 1 легко доказать, что полость К’ есть 
тело выпуклое, т.е. если А и В точки К’, то всякая точка С 
отрезка АВ также принадлежит К’. При этом С лежит на границе К’ 
в том и только в том случае, когда 4 и В лежат на границе К” 
и прямая АВ проходит через точку О. Отсюда, далее, вытекает, 
что определение А’и К’””’ не зависит от выбора плоскости © = 0, 
т. е. что для всякой другой эллиптической плоскости $ = 0 полос- 
ти А’, К’’ остаются без изменения, либо меняются местами. 

Из той же теоремы 1 вытекает, что всякая плоскость эллипти- 
ческого направления © = (К > 0), пересекающая К’, отсекает от 
К’ кусок конечных размеров, т.е. область ОЗоЗ< А, =/>0 
конечна. 

Аналогичные следствия вытекают из теоремы 2 для параболи- 
ческих плоскостей. Пусть 9 =} (^;1;) =0 такая плоскость [т. е. 
1(^:) = 0]; условиям Ф =0, =/>0 удовлетворяют только точки 
прямой (14) (—<=<1<- <), т. е. плоскость ф = 0 касается 
конуса А. Для всех точек полости К’, не лежащих на луче 
(^;2) (0 <Е< <), выражение ф сохраняет постоянный знак; таким 
образом для определения полостей К’, К”’ может служить и лю- 
бая плоскость параболического направления. 

Из сказанного в этом параграфе легко также вывести сле- 
дующее: если (\;), (и;)—две точки полости К’, то =} (Ла) > 0, 
причем знак равенства имеет место только в том случае, когда 
(^:), (и) лежат на границе К’ и на одном луче из начала координат. 

Что касается плоскостей гиперболического направления © = К, 
то любая из них рассекает полость А’ на две бесконечные части. 


$3 
Рассмотрим линейную подстановку Х1{= (ал: + ... + а) 
(1 =1,2,...,п); из (6) видно, что точка (5:) внутри али на гра- 


нице К переходит в точку (Х;) внутри или на границе союзного 
конуса РЁ =0. При этом полость К’ конуса } = 0 переходит цели- 
ком в некогорую полость Ё=0, которую назовем соответ- 
ствующей полости А’. Действительно, если (^;) точка внут- 
ри К’и (1:) пробегает К’, то, по $2, У А.Х, = =/ (А, 2) > 0; 
а так как У/\.Х; =0 есть плоскость эллиптического направления 
дая конуса РГ =0, то точка (Х;) остается в одной полости этого 
конуса. 

Пусть плоскость р.х, - ... | р»х, = 0 движется, касаясь все 
время конуса К ($ 2); тогда нормаль (рй) (—<2<1<- оо) описы- 
вает союзный конус Ё =0. Если же направлять нормаль в ту 
сторону от плоскости р.х. + ...+ Ри, = 0, се которой лежит по- 
лость К’, то луч (рё) (0<1< сэ\ опишет границу соответствую- 
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щей полости Г =0. Действительно, пусть (^;) точка внутри К’; 
выбрав знаки р; по условию Ур): >0, найдем по сказанному 
выше, что точка (р;) принадлежит соответствующей полости ко- 
нуса ЁР =0. Это можно еще формулировать так: если р.х. | ...-Е 
-- Риби = К эллиптическая или параболическая ‚плоскость, пере- 
секающая А’, и А > 0, то нормаль (р) направлена в соответствую- 
щую полость Р = 0. 

Пусть (^;) точка внутри К’; рассмотрим часть двуполого ги- 
перболоида ] (5;) = 1(А;), лежащую в К’, и касательную плоскость 
(Лт) = (А:) к этому гиперболоиду в точке (^;). Из теоремы 1 
вытекает, что вся указанная часть гиперболоида [кроме точки (^;)] 
лежит по другую сторону от плоскости }(А;, х:) = /(^:), нежели 
начало координат. 


О вершинах ОР 


$4 

Выберем одну определенную полость К’ конуса К и обозна- 
чим через 3} множество точек с целыми координатами, лежащих 
внутри К’. Точку (&) из ЖЖ назовем вершиной ОР, если 
существует плоскость эллиптического направления 9 = 1 такая, 
что для всех точек 3 ©о>1, причем знак равенства имеет место 
только для точки (&;). 

ТЕОРЕМА 3. Для всякой вершины (&) ПР имеем: 


927—2 п?Г? (^^) 
\) 

К)! = и а 

(&) плоскость }(&, х) =](&), сопряженную 

с направлением (&1)(0 << с°), и докажем, что неравенствам 

0 < = (&, х:) = &/(&), =/(х) >00 не удовлетворяет никакая целая 

точка, кроме (&). В самом деле, пусть для точки (м) = (&) из 9% 

3 ан. тогда для симметричной с ней относительно ({; 
точки (14;) = (2%—4;) имеем: 


= (м:) = 4 /(&) — 4А=/(&, ш) = Ди) > 
Е1(&, мг) == 25%) — &/(&, в;) > 


т.е. (№) также принадлежит 9}. Вместе с тем, для одной или 


обеих точек (4;), (№) имеем ф = 1, что противоречит определению 
вершины. 


| (3) 


Проведем через 


Рассмотрим область определяемую неравенствами 0 
< Е, жа) = К), =) 50, и присоединим к ней симметричную 
© нею относительно точки (&) область М. Обозначим еще через К’ об- 
ласть, симметричную с К’ относительно (&). Легко видеть, что 
область М -- М есть общая часть (Ритейзе 1166) двух выпуклых 
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областей К’, К’ и потому сама выпукла. Кроме того, по доказан- 
ному выше, область 1/ -- М не содержит внутри целочисленных 
точек, кроме своего центра (;). Следовательно, по теореме Минков- 
ского (*), объем 1/ -- М не превышает 2”, т.е. объем Г области М 
не превышает 2” '. Для вычисления И вводим но теореме 1 новые 
переменные у;, для которых 


3 2 3 ) | 
) =] (683) == Е АНЯ Е Уп, Е“ 


оо — п а. 
У 
(пы ОЗУ ИДЕ у... Рук 
Полагая, далее, 9; =, (1=1, 2,..., п— 1), получим; 
С ! 
ке АА аи = ЕВ 
28+... +58 < 0 << УГЛЕ | 
р х о 
ИГ ( Е 
= Па Чл = 
а : и 
Иво ай Ио р 


Неравенство Г< 2” 1 и равносильно (9). Теорема доказана. 


О гранях ИР 
$5 
Гранью ОР назовем плоскость, проходящую через жесткий 
комплекс точек 3) (т. е. такую систему точек из 3}, которая 
вполне определяет положение плоскости), причем все остальные 
точки $} лежат по одну сторону от этой плоскости. 
Пусть © = любая плоскость гиперболического направления 


дан вовуса А. Шо теореме Тиё = и 
— 192, где [> 0, а у, ... ‚ Ура, ®— линейно-независимые формы 


от 2: и для полости’ А’ у, >0. Системе целых точек в прост- 
ранстве (57;) соответствует параллелепипедальная система точек 
М в пространстве переменных У,,..., У, 9. Построим для 
этой системы область Вороного, т. е. множество точек, лежа- 
щих ближе к точке О (в эвклидовом смысле), чем ко всякой дру- 
гой точке М, и пусть В число, большее наибольшего расстоя- 
ния от точки О до точек этой области. Легко видеть, что где бы 
в пространстве у, Ф ни помещалась сфера радиуса В, внутри ее 
всегда найдется точка /Л/. Но очевидно, что как в область 


И — ... -- в -- Г = а Ут р - 0, @ р К, 
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так и в область 
ее ь + 19° ЗУ, 0, 9 


можно поместить целиком сферу радиуса В. Итак, гиперболиче- 
ская плоскость не может быть гранью ПОР. 

Аналогично докажем, что если © = 0 параболическая плоскость 
ио>>0 для полости К’, то при всяком > 0 найдется точка Э\, 
для которой © > ^. 


$6 
Если плоскость эллиптического направления © =1 есть грань 
ИР, то она проходит через конечное число точек мл, №», ... из), 


вполне определяющих ее положение. Следовательно, коэффи- 
циенты © суть числа рациональные. 

Обозначим через Р(9) наименьший выпуклый многогранник 
в (п 1)-мерном пространстве ф = 1, содержащий точки ма, 4», ...*. 
Легко видеть, что вершины Р(9) совиадают с вершинами ОР 
(в смысле $ 4), лежащими в плоскости © =1. Далее, каждая 
(п—2)-мерная грань Р(9) есть плоскость в пространстве © =1, 


на которой лежит не менее п—1 точек из №, ц.,..., вполне 
определяющих положение этой плоскости. Эту грань можно опре- 
делить, проведя через нее плоскость вида [11  ... + [5 = 0. 


Итак, каждая грань Р($) определяется выражением У! 1х, обла- 
дающим следующими свойствами: 1) числа [; целые без общего 
делителя; 2) плоскость У 1х; =0 проходит через такой комп- 
лекс точек 9} на Ф=1, который определяет коэффициенты [; до 
множителя; 3) для остальных точек $} на о = 1 У 12. — 0: 


$7 
ЛЕММА 1. Если о9=рх, + ... + рх,=0 иррациональная 
плоскость (т.е. р; не пропорциональны целым числам), то при 
всяком К > 0 найдется целая точка (х;), для которой О<о<Ё. 
Для п =1 лемма тривиальна; предполагая ее доказанной для 
п —1 переменных, положим ©’ = рад, + ... + рай. Если плос- 
кость 9’=0 иррациональна, то, полагая 0 < Ф < К д. =0, ная 
дем искомую точку. В противном случае ©’= ®(риа, |... + 


+ Р"-1--1), где ра,..., Рид Целые числа без общего делителя, и 


Р о 
число “„ иррационально; подобрав целые числа а, $ по условию 


* Относительно конечных многогранников см. (3). 
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0 < ва -|- р,6 < Е ип полагая р с рава, би, 
найдем опять искомую точку. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Есми о=ря, -- ... + рьх, = 0 иррациональ- 
ная параболическая плоскость для конуса К (2 > 0 для полости К’), 
то, как бы ни было мало Е >О0, всегда найдется точка множе- 
ства 3}. для которой 9 <<. 

Введем по теореме 2 линейные формы 9, ...; У = 
переменных 2;, для которых =}(1;) = —м— ... — УФ - Ура, 
и пусть М — параллелепипедальная система в пространстве з/;, со- 
ответствующая системе целых точек 2;. Возьмем А’ по условию 
0 < А’ < Е; на основании леммы, в системе М найдется прими- 
тивный вектор (а;), для которого О< а. < А —’. Выберем в М 
новую систему основных векторов (а;),(а;), ... , (а"-9) так, чтобы 
среди них был вектор (а); тогда точки М будут получаться по 
формулам 

У ао и... Та  (1=12,.5,п) (10) 


при произвольных целых и;. Рассмотрим, далее, пл —1 линейных 
форм %. переменных иу,..., И,_:, определяемых равенствами: 


Из = а. м; = (ви - ... аи) — 
а; , ` 
а (быв, ть О В 
% 


Очевидно, что формы #,; независимы, так что можно найти 
значения переменных и, =&, ..., Ии_1 = &_1, для которых 9%, = 
= ... = Фо =0, ,_: =А 0. Возьмем произвольные интер- 
валы (пи, т), ..., (Ть-1, Т„_1), длина которых больше единицы, и 
положим: шах |. = 0. (5 =1,2,...,П — 1) при изменении перемен- 
ных в этих интервалах; выберем затем настолько большое #, чтобы 


ны бе рныы 
< (14а в). (11) 


’ ^ 
Выберем целые и; в интервалах т. - 1 <и. <т: | Ы 
($ =1,2, .... п 1) и после этого возьмем целое ио по условию 
К’ ао Рари, + ... 0" и,_1 < Е, что возможно, так как для 
ан 
и, получается интервал длины — > НН 
ъ 
При указанных целых и; формулы (10) и дадут точку (9;) 
системы М, для которой =>0, 0% 2<_^. Действительно, по 
выбору и А’ < у =о< Ки, далее, по (11) 


п? п. —2 й.—2 
Иа. 2 ИА. 2 
Уи=х д ) Е Н 8 ) = 
1 рт Ч 
< КА — ба била) < Уи 


Теорема доказана. 
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Пусть © = рай... Е Рь л, =0 касательная плоскость к но- 
нусу К ио>0 для полости К’. Если эта плоскость иррацио- 
нальна, то никакая параллельная ей плоскость ф = К не может 
быть гранью, так как она не проходит через жесткий комплекс 
целых точек. Если же © =0 рациональна и р; — целые числа 
без общего делителя, то плоскость © = 1 есть грань, так как 
в полосе = = 1 нет целых точек, а на плоскости о = 1 лежит, 
как легко убедиться, бесчисленное множество точек У), образую 
щих жесткий комплекс. Грани этого вида, т. е. Е ы 

ские, существуют тогда и только тогда, когда уравнение Е(р:) =0 
решается в целых числах р;. Других граней ОР, кроме указанных 
сейчас и в предыдущем параграфе, не существует. 


$8 

Пусть © = рт, -- ... -Р.х,=1 параболическая грань; мы 
будем рассматривать (аналогично $ 6) наименьший выпуклый 
многогранник Р(52) в плоскости о -==1, содержащий точки 3}. 
Строгое определение его будет дано ниже. 

Введем по теореме 2 линейные формы У1, ..., Ул, в = 
так, чтобы =#/(1:) = — и ... — 2 - Уп_—1/1. Точки на плос- 
кости © =1 определяются тогда и — 1 координатами у, ..., Уна; 


пересечение этой плоскости с конусом К есть (п— 1)- мерный 
параболоид у -... -|- Ул—› = Ун_1. Тело у -- ... Ни <Ул_а вы- 
пукло, так как оно есть сечение полости А’ плоскостью 2=1. Плос- 
кость 4191 - ... -- 91-1 + 91 =0 в (п 1)-мерном пространстве 
у: назовем плоскостью асимитотического направления, 
если 4„_, =0. Легко видеть, что плоскость неасимптотического 
направления пересекает параболоид тогда и только тогда, когда 
Ч - ... + 91 > 2449, _19., и отсекает в этом случае от тела у —— 
— ... НЕ У < У/"—1 кусок конечных размеров. 

Пусть Л — множество точек 9} на плоскости © =1, выра- 
женных в координатах Уи, ..., Уи. Выберем ПВ таким, чтобы 
при всяком положении (п — 1)-мерной сферы радиуса № в про- 
странстве у; внутри ее нашлась точка той параллелепипедальной 
системы, частью которой является ЛМ (ср. $ 5). Пусть Ф = ди, -- 


+ --. + 9%-19-: +49 =0 произвольная плоскость; так же, как 
м - о 

в $5, убедимся, что при 4, =0О существуют точки М по обе 

стороны плоскости ф-=0, а при 4„-1 > 0 существуют точки М, 


для которых ф > 0. Плоскость ф =0 (4,-: > 0) назовем гранью 
Р($), если она проходит через жесткий комплекс точек М, для 


всех же остальных точек М ф>0. Выражая Ф через перемен- 
ные х;, получим 


ф == 91 У1 | ... = Чи-1 Уп-1 2 00 = а ... ной 


ох) 
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где [ можно предполагать целыми числами без общего делителя. 
Пусть (^;) точка полости К’, для которой 


© = Р1 1, г -- Е Рь Хи 0 
з ее Г Е р 
м.) © ($ 2); зогда ЛД. =20. 9 др; > ГД Е’ == 551 (#4). ®> 0. 
. 

Точке ==)» Соответотвует: ‘точна 5 = 5. == 0, 
/-1 >0 в виду того, что для полости конуса у - ... у о = 
= Ин: Уи, соответствующей К”, переменная у, >> 0, а следовательно, 
Иу,-1 >0. Полагая <; = Ак в равенстве 41 и + ... -В 9. = 

у ь х 2% о 
-- ... | [2,, найдем, что 4и1 отличается от с а т = 

> др; 


8’ АР (р, [+) лимь положительным множителем. Итак, подобно 5 6 мо- 
ем. сказать, что каждая грань Р (2) определяется линейной фор- 
мой У 1, обладающей свойствами: 1) числа [; —целые без об- 
щего делителя; 2) плоскость 3 [х; =0 проходит через такой ком- 
плекс точек 3% на © =1, который определяет коэффициенты [; 
до множителя; 3) для остальных точек 3} на © = 1 имеем р И 0: 
зай (р) 0. 

Совокупность точек на плоскости о =1, удовлетворяющих всем 
неравенствам [12; | ... +12. > 0, назовем многогранником 
Р ($). Целую точку (&), для которой © =1, =} >0, назовем вер- 
шиной Р( 2), если существует плоскость У гл; =0 такая, что 
для всех точек множества 3} на © =1 У ид: -0, причем знак 
равенства имеет место лишь для (&). Легко видеть, что эти 
гершины суть те н только те вершины ОР (в смысле $ 4), 
которые лежат на плоскости 9 =1. 


$9 

ТЕОРЕМА 5. Через каждую вершину Р (3) проходит конечное 
„псло граней, образующих окесткий комплекс (т. е. вполне опре- 
браяющих положение этой вершины }. 

Введем координаты у. предыдущего параграфа; пусть ту, ..-, 
“„_ значения их для данной вершины (7, =1). Так как у — 
—и =0 плоскость асимптотического направления, то суще- 
струет точка (1:) из М, для которой 11—10, > 0 ($ 8); затем рас- 
сматриваем плоскость 


а 
О Йь 9 2 
п т. д. Таким путем выберем и— 2 точек (15), ..., (1-9) из М, 
лля которых 
1, — 1 .*° 20—28 


. —2 . . —2 . 
О ря бо зе 
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Пусть Вы алгеэраические дополнения элементов определителя 
(12). На основашам (12) легко видеть, что в область перемен- 
них у, определяемую неравенствами 


В (9: Е 11) + оо -Е В; п (Уп—2 — 1-2) = 0 ($ = И. 2,...п— 2), 


И— т 2—2 =" п а 


А °: НЕ у 2 < У 1, до а, де а (= а 0. 


Ут 11 У2— 12 *-* Ума — п 


можно поместить целиком (п — 1)-мерную сферу радиуса В ($ 8) 
и, следовательно, в этой области найдется точка (1”-)) системы 
М. Пусть Си алгебраические дополнения элементов определителя: 


и — 1 Паб 
И == о 0. 
те О Пи 


По выбору точек (14) 
Сие О 


поэтому плоскости 
фа == Са (1 — Ча) - :.- -Е Сума (Уилла) = 0 ($=1,2,..., и) 


неасимптотического направления и область, определяемая усло- 
ВИЯМИ: 


У -| --- Е Ул-е < Уп, хоть одно из ф, < 0 ($=1,2.... п 1), 


1 


конечна ($ 8). Пусть пи, ть, ... все точки М, принадлежащие этой 
области; построим на этих точках наименьший (п — 1)-мерный 
многогранник Ру [что возможно, так как среди т:, ть,... имеются 
точки (1:), ..., (19), образующие (п —1)-мерный симплекс]. 


Так как (1:) есть вершина Р(2), то существует плоскость ® = 0, 
проходящая через (1:), причем ®>0 для всех остальных точек 
т, ть, ...; следовательно (13) есть вершина и для Р.. 

Докажем, что грани многогранника Ру, проходящие через (1), 
совпадают со всеми гранями Р($), проходящими через вершину 
(1). В самом деле, пусть Х=0 грань Р(+) (с положительным 
коэффициентом у у»„_:), проходящая через (13); тогда для всех 
точек М [и, в частности, для (143), ..., (1"-9)] у > 0. Отсюда легко 
вывести, что тождественно в переменных у; 


Же 211 Не -Е бп 1Фи—1, 


где все о. > 0. Следовательно, для всякой точки М на плоскости 
/ =0 хотя бы одна из форм ф. < 0, т. е. все точки М, лежащие 
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на плоскости у = 0, принадлежат к точкам т;, ть, ..., так что 
/=0 является гранью (в обычном. смысле слова) многогранника 
Р.. Пусть, наоборот, / =0 есть грань Ру, проходящая через (1); 


тогда для точек ии, ть, ... />0. Для всякой же другой точки (1/.) 
из М имеем ф, >0, ... ф„_1 > 0; пользуясь формулами: 
1 , 
И [4 Иа) Е Е (}"-9 —15) фа | , 
(9—1, 4, .... п), 


получим затем и 7 > 0, так что у = О есть грань Р (9) в смысле $ 8. 

Теорема доказана. 

Рассмотрим ребра Ру, исходящие из вершины (1); каждое из 
них есть прямолинейный отрезок, соединяющий (1) с другой 
вершиной (1 г) многогранника Ру. Легко видеть, что (1.г) является, 
так же как и (15), вершиной ЁР($); эту вершину будем называть 
смежною с вершиной (1). Итак, все ребра Р (9), исходящие из 
данной вершины, можно характеризовать смежными с нею вер- 
шинами Р(2), лежащими на этих ребрах. То же замечание спра- 
ведливо, очевидно, и для эллиптической грани ($ 6). 

Что касается практического вычисления многогранника Р(5), 
то для этого удобно ввести понятие о смежных гранях (ст. $ 11) 
и вычислять Р (9) постепенно, переходя от каждой грани ко всем 
смежным с нею. 


Грани ОР, проходящие через данную вершину 


$ 10 
По сказанному в $ 6, уравнение всякой эллиптической грани 
можно представить в виде р: 2, -- ... + Ри х, =х, где х> 0 целое 


число, а р; целые числа без общего делителя. 

ТЕОРЕМА 6. Количество параболических граней, проходящих через 
данную вершину ПР (&) (5 4), конечно и равно количеству систем 
целых чисел р;, удовлетворяющих уравнениям 


Яру -Ё +... Е бра = 1, Е(р:) = 0; 


количество эллиптических граней рх, |... + ри, =х с данным 
х> 0, проходящих через (Ё), конечно и не превышает количества 
систем целых чисел р; без общего делителя, удовлетворяющих усло- 


виям 


Яр: Г... В бри=х, =Р(р) >0. 


Так как &л,-+ ... 2х, =0 есть плоскость эллиптического 
направления для союзного конуса Ё = 0 ($ 1), то область &л, -- 
+... х, =х, &’Ё (24) >0 конечна. Остальные утверждения вы- 
текают из определения граней ($ 6—7). 
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ТЕОРЕМА 7. Количество граней, проходящих через данную вер- 
шину ПР, конечно. 

Предположим противное и пусть через вершину (&) проходит 
бесконечное множество граней 


О рб ори У 


по теореме 6 все эти грани, начиная с некоторой, эллиптические. 
Множество точек (р„) (*=1, 2,3, ...) заключено в конечной об- 
ласти: Ури = 1, =Р(р„) > 0, поэтому существует точка сгуще- 
ния этого множества. Для этой точки (р;) имеем: 


Ур = =Е(р,) > 0. 


Рассмотрим два случая: 

1°. ='Р(р;) > 0. Няоскость ©'= > рат, =1 есть плоскость эл- 
липтического направления, проходящая через вершину (&). Для 
всех точек множества $} о > 1; в самом деле, если бы для какой- 
нибудь точки множества 9 0 <©<1, то при достаточно боль- 
шом у для той же точки было бы 0<0, < 1, что невозможно, 
так как 9, =1 есть грань. Пусть ^>1 есть минимум выраже- 
ния ф для точек множества 3}, не лежащих на плоскости ф = 1. 
Так как плоскость © = 1 эллиптическая, то, очевидно, существует 
число М, не зависящее от р„ (весьма близких к р;) и такое, что 
|2; |< М для всех точек области риал. |... - Рид = 1, =] (1:) = 0. 


1 ва 1 
Пусть О<л< —- м _} возьмем плоскость 9, —= 1, отличную от ф = 1, 


для которой |ри—р:|<1 (1=1,2,..., п). Для всякой точки 
множества $ на плоскости 9, =1 имеем 


ф=А Уфа <», 


следовательно, Ф =1. Итак, всякая точка 3} плоскости ФА 
лежит и на плоскости ф =1, т. е. точки множества 9} на Фу==1 
не образуют жесткого комплекса. Мы пришли к противоречию 
и, значит, случай 14° невозможен. 

2. Е(р:) =0. Плоскость ф = р1л, + ... + рьх, = есть пло- 
скость параболического направления, проходящая через (&). По- 
добно случаю 41° убедимся, что в полосе 0 < Ф <! нет точек мно- 
жества $, а отсюда на основании $ 7 легко видеть, что Фи 
есть параболическая грань. Введем координаты $ 8: 


Чл, --.› Уп-а, Уп = о, 


и пусть для точки (&) 
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Пусть 
Фут Ут Е ... аЕ Ч», т—1 Ую-—1 —- Чи — 0 (те = 0) (У == т 2, ...) К)! 
все грани многогранника Р($) ($$ 8—9), проходящие через вер- 
шину (1), и (1,) (у = 1,2, ... ‚ т) — все смежные с (1;) вершины Р ($). 
Обозначим через г, у; +... г» у» линейную форму Ур 
Я 

выраженную в переменных у;. Так как ©, =1 есть грань, то для 
всех точек множества 3}{ на плоскости © =1 имеем: 


Эй. — 0:44 Е Ра... Лю Ут ЕЛ = 0; 


О 
в частности, 


Ту а .-- 37 Ти-11у, па + т» == 
ЕЙ: (11 — 11) Е... Е Ги-1 (ул 1) =0 
(У == 1 7. 59 т). 


Отсюда вытекает, что тождественно в переменных у; имеем [(4), $ 14] 


т (Ут И) НЕ‘ 555 ЧЕ ей (Ут — Ил—1) — 
Е 
= > [9-2 (у ) о а (Ут-1 —^ п—1)], 
У=1 


или 


Е 
пул +... Ель = Ме (Ч + --- Е 9»), (13) 
9=1 


где все о, > 0. 
Положим 


Ча -- -.. + бп = [ла |... Гл (= о К), 


причем У 15; суть линейные выражения, характеризующие гра- 
ни Р(9), проходящие через вершину (+) и обладающие пере- 
численными в $ 8 свойствами. Переходя в (13) к переменным х, 
получим: 
ри = р: о + 22: +... Нк 1 ($ =4, 2, Зоо в п). (14) 
Рассмотрим квадратичную форму: 
Ф(л:) =="Е (2) — Е (р, м) У о 
для этой формы Ф(р:) =0и 
дФ р ОК = , р © 
5 = рее (рае 2 МЫ | (5) 
я 
Ф(рь и) = ЕЕ (ры). | 
Подставляя в Ф выражения (14), находим на основании (15): 
Ф(ра) =: Е (р) +... НН оь ЕЕ (р) + 
+Ф(ош +... ры). (16) 
7 
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По свойству чисел 415; ($8) все ='Р (р, 15:) > 0 ($ =1, Н.А 
Поэтому формула 
"Р(рьра) = -= Е (р) + ... к -= Е (ры) 
показывает, что при р.., достаточно близких к ре, все рт, ..., Вь 


будут сколь угодно малы. Рассматривая выражение 
Ф (о -... + 2) 


как квадратичвую форму переменных 0., обозначим через /[, сумму 
абсолютных значений коэффициентов этой формы; пусть, далее, 


р — наименьшая из величин =’Ё(р:,1) ($=1,2,..., К). Если 
грань 9,=1 отлична от ф=1, то в формуле (14) не все 
о1,..., 9 равны нулю и, следовательно, наибольшее из них, 


которое обозначим через \, будет больше нуля. Возьмем р..; на- 
й 5 
столько близкими к р., чтобы 1 < 7} тогда в правой части (16) 


последний член будет меньше Г? по абсолютной величине, а со- 
вокупность первых членов положительна и не меньше й\, так 
что Ф(р.;) будет больше нуля. 

Итак, для всех эллиптических граней ©, =1, коэффициенты 
которых достаточно близки к р;, имеем неравенство: 


Ф (р) ==Е (ра) — =" (рёр.4) > 0, 
или 


Е (Р.Р. :) т 
но = = (17) 


которое, как сейчас увидим, невозможно. Пусть @& (п — 1)-мер- 
ный эллипсоид ф.,= 1, =/(1:) >0. Для всех точек < имеем ($ 2) 
ф = рам. + ... + Ри, > 0; далее, центр @ лежит ($ 1) в точке 
| т 9 ина основа (ий) № 1 
ее нии :С; 
В о. Ра: 
Следовательно, весь эллипсоид @ лежит в полосе 0 < 9 <2, так что 
для каждой точки множества 9} на грани 9.=1 имеем © = 1. 


Итак, приходим к такому же противоречию, как и в случае 1°. 
Теорема доказана. 


с координатами с; = 


8и 


Пусть Фо = р. -- ... | рых, =1 произвольная грань ПР. 
Возьмем любую (п — 2)-мерную грань Р‚„_› многогранника Р(%.), 
характеризованную выражением У 2; ($86, 8), и докажем, что 


из всех Л +0 существует одно и только одно значение А — № —0 
) 
при котором плоскость 


ф= ра +... + ры А (+ ... Е) (18) 
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является также гранью ПОР. Эту грань назовем смежной 
с 9%=1 через (п — 2)-мерную грань Р,_5. Очевидно, что при 
всяком ^ плоскость (18) проходит через грань Р„_5; далее, при 
Л < 0 эта плоскость не может быть гранью ИР, так как для точек 
3) многогранника Р(2), не лежащих на Р,_›, имеем 9< 1. 
Квадратное уравненые 


ЕЕ (рН АН) ==Е(р;) + 2^.=Ё (р, 1) А?.=Р (11) =0 (19) 
имеет один корень © >> 0, а другой = 0. Действительно, так как пло- 
скость У [2; =0 проходит через внутренние точки конуса К, то 
=Р (Е) < 0 ($ 1—2), так что при =Ё(р:) >0 корни (19) разных 
знаков; если же =Ё(р;) =0, то по $ 8 =Р(р,, [;) > 0, так что 
уравнение (19) опять имеет корень © >> 0. Рассмотрим два случая: 


1°. Все числа р; | ®Ё (1=1,2, ..., п) — целые рациональные. 
\) 
Так как плоскость ©, = У (р: + о) х; =1 проходит через точки 


множества 5}, то числа р; + ®Ё не имеют общего делителя и 9; =‘ 
есть параболическая грань. Легко доказать, что при А>0и + о 
плоскость (18) не может быть гранью. Действительно, в против- 
ном случае ='Р (р; - ^4) >0, ОЛ < 0. Пусть для точки множе- 
ства 9 имеем о—1=9—1-+^А У Ёх; =0; не может быть для 
этой точки $ —1_>0, так как иначе имели бы 


Ува 02 ба (Ев 91;) т: < 1 
против предположения 1°. Итак, всякая точка множества 5] пло- 
скости ф =1 лежит на плоскостях 9, =1, У! 1х; = 0, так что аи 
не может быть гранью. 
Таким образом в этом случае А, = о. 
2°. Не все числа р; - ®[; целые. В этом случае, по $ 7, суще- 
ствует точка множества 5%, например (9:), для которой 


0< У (и о) а < 1 
для этой точки, очевидно, 

Ура >41: и о а; < 0, 
так что, полагая 


д в Уре; —1 


5) ) 
=» 12 


р Е 
ьмеем О< А’ < 9. Легко видеть, что существует ;лишьтконечное 
число точек множества 3}, удовлетворяющих условиям: 


Уря: —1 
Ул 0% п ы М. 
й 


Действительно, плоскость ьо (р; + Л’) 1: =0 эллиптического 
направления и для указанных точек множества 3} имеем: 


9* 
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Далее, указанные точки множества 5 действительно существуют 
(например, (4;)); поэтому можно определить 


для всех точек множества 5}, удовлетворяющих условию м На 0. 

Докажем, что плоскость $: = Фо + № У Ел, =1 есть грань; 
действительно, прежде всего 0О< А, <^'’ «о, так что плоскость 
Ф, = 1 эллиптическая. Если бы для точки множества $] было 
0 < $, < 1, то для этой точки мы имели бы 


Ул: > 1, Ули 0, Ури ——_ А. 


против определения ^,; итак, для всякой точки множества 5% 
имеем $, >1. 

Пусть (3:) одна из точек множества 9), в которых выражение 

Ури: — 

—Ум; 
достигает своего минимума Л,; так как У 1:3; < 0, то точка (3) 
вместе с точками множества $} на Р,„_› вполне определяет поло- 
жение плоскости $, =1. Итак, $, =1 есть грань; при другом ^, 
как легко показать, плоскость (18) не может быть гранью. 

Существование смежной грани доказано, таким образом, во 
всех случаях. 

Пусть 9; = Фо № о 1х; =1 грань ОР, смежная с 9, =1 че- 
рез (п — 2)-мерную грань Р„_› многогранника Р (95). Очевидно, 
что Р„_»› есть (п — 2)-мерная грань и для многогранника Р(91), 
характеризованная выражением — У, (5; и что ©, =1 есть, наобо- 
рот, грань, смежная с $. -=1 через Р»_5. 


$ 12 

ТЕОРЕМА 8. Через каждую вершину ПР проходит окесткий 
комплекс граней ПР. 

Пусть (&) данная вершина; по $ 4 существует эллиптическая 
плоскость Ф =1 такая, что для всех точек 3} Ф—=1, причем знак 
равенства имеет место лишь для (%). Будем передвигать непре- 
рывно плоскость ф =1 так, чтобы она постоянно проходила через 
точку (Ё:), чтобы для всех точек множества 9} было всегда о =1 
и чтобы число точек множества }, попадающих на плоскость ‹ р), 
постепенно увеличивалось; мы придем в коице концов к грани 
Ф, =1. Указанное движение плоскости ф = 1, как легко видеть, 
может быть выполнено последовательным вращением вокруг не- 
скольких (п — 2)-мерных линейных многообразий, так что анали- 
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тически оно оформляется подобно предыдущему нараграфу. Итак, 
одна грань %-=1, проходящая через (&), существует. Точка (&) 
оудет вершиной и для многогранника Р(9,); рассмотрим все 
(" — 2)-мерные грани Р (55), проходящие через эту вершину; пусть 
эти грани характеризуются выражениями [5:-... + [иди (У = 
о. оба теореме 5 уравнения Ури; == 0. (= 1, 


-,...,Г) определяют значения т; =*; с точностью до множителя. 


Пусть 91 =1,...,0,=1 грани ПОР, смежные с Ф, =1 через рас- 
сматриваемые (п — 2)-мерные грани Р (95); из сказанного в пре- 
дыдущем параграфе легко вывести, что грани $, =1,...,®,=1 


виолне определяют положение вершины (8). Теорема доказана. 


Пусть ($) данная вершина ОР и 9. = рад №... ри» = 1 
(у-= 0, 1, 2,....г—1) все проходящие через нее грана. Рассмотрим 
линейную пирамиду П с вершиной в (&), определяемую неравен- 


А я 
ствами >, (мч) =0 (^=01Т24.. 7-0. Так как П имеет 
й 


внутренние точки |например (5;) = (2&;)], то существуют ребра 
пирамиды * П. Ребром называется полупрямая вида (&- 11:) 
(0 <1< о), которая принадлежит П и на которой сходится не ме- 
нее и —1 граней П, вполне определяющих положение этой полу- 
прямой. 

Пусть А любое ребро П; докажем, что на А лежит по крайней 
мере одна точка множества 3}, отличная от (&). Возьмем на А 
точку (8) = (&) и пусть 9, =1 любая грань, проходящая через А. 
Нусть, далее, У1[:2: (\=1, 2,...,$) выражения, характеризую- 
цие все (п — 2)-мерные грани Р ($9), проходящие через вершину 
(1:), и П ($5) (п — 1)-мерная пирамида, образованная этими гранями, 
т. е. область 
1 > Ва" =, 20...39): 


Соответственно граням П ($5) имеем $ граней ОР: 
ь} р эк НЕ 
Е ФА, ЖИ: о Оу = 52 2185), 


смежных © 9, =1, и так как для точки (=) все ©. 0 
УЕ 0 (=1, 2....,$), т. е. ребро А принадлежит П ($%). 
По сказанному в конце $ 9, все ребра П ($0) можно характеризо- 
вать смежными с (&) вершинами Р (35): (&:), (%;),..., лежащими 
на этих ребрах, и, так как (%) принадлежит П ($0), то, на основа- 
нии только что цитированных работ Вороного и Минковского, 


2 — & = р (&; —&)-... + 2 (би — В = 2. Иво 0): (20) 


511 


* См. (4) $ 8—Ии (2) $ №. 
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Пусть теперь 5, =1 любая грань, проходящая через А; для 
этой грани 


> Е = &) = 0, — р тр =) = 0 )°*.) о Ра яч в) = 0 
[так как (&;), (5), ... суть точки множества 3). Поэтому (20) дает 
Уря и)... = У р(=:—&) =0. 


Но так как грани П, проходящие через А, вполне определяют 
это ребро, то  =1, &—& = р (&: —&), т. ©. А совпадает с од- 
ним из ребер пирамиды П ($0) и может быть характеризовано вер- 
мной (5,;). Наше предложение, таким образом, доказано. 

Нетрудно доказать и обратное только что доказанному, именно: 
если Ф.-=1 любая грань ИП, то всякое ребро П (95) есть вместе 
с тем ребро. П. Пусть А, ребро П (5); так как на А, лежит 
смежная с (&) вершина, то полупрямая 4, принадлежит П. По 
предположению, на А, сходится не менее п—2 граней Р,‚_», 
Р‚_»,... пирамиды П (9%); легко видеть, что грань ©, =1 вместе 
со смежными с нею через Р‚_›, Р‚_ь,... гранями вполне опреде- 
ляет положение А., что и требовалось доказать. 

Из сказанного вытекает, что каждое ребро ИР, исходящее из 
вершины (&), может быть характеризовано другой вершиной ОР : (1,;), 
лежащей на этом ребре; две вершины (&), (5;) назовем смеж- 
ными вершинами ОР. Пусть ©, =1,...,9.=1 все грани П, 


1 
проходящие через рассматриваемое ребро; плоскость Фф = ФЕ 


+... + 0,) = 1 обладает, очевидно, следующим свойством: ф = 1 для 
всех точек множества 3}, причем знак равенства имеет место лишь 
для точек прямолинейного отрезка, соединяющего (=) с (&;)). От- 
сюда вытекает, что эта плоскость ф =1 эллиптическая. Наоборот, 
легко видеть, что если дан прямолинейный отрезок АВ, на кото- 
ром лежит не менее двух точек множества 3}, м если через АВ 
проходит эллиптическая плоскость ф =1 такая, что Ф>1 для 
всех точек множества Я, не лежащих на АВ, то крайние точки 
№ на АВ будут смежными вершинами ИР. 


Определение ГР 


$ 13 
ЛЕММА 2. Если 9 = 0 эллиптическая плоскость для конуса К 
и К>О есть минимум выраэжения © для точек множества уе, то 
4 плоскости ф == К лежит пе менее одной вершины ИР. 


Возьмем все точки множества \, лежащие на плоскости Фед, 
и построим наименьший выпуклый многогранник Р содержащий 
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эти точки (число измерений Р будет п—1 или меньше); легко 
доказать, что каждая веритина Р будет вершиной ПР. 

ЛЕММА 3. Пусть (5) любая точка на границе К’; существует 
грань ПР © =1 такая, что для точки (м) 9 < 1. 

Сначала покажем, что существует эллиптическая плоскость 
Фф-=1, проходящая через (м;) и такая, что Ф>> 1 для всех точек 
множества 9}. Пусть У да; =0 любая эллиптическая плоскость, 

%) 
причем У а; > 0; положим 


тогда при достаточно малом # >> 0 будем иметь: 
=’ Е (ра) = 214 - Хы: + -=Е(4:) > 0, 


так что плоскость > Рики у» ра. будет эллиптическая. Сверх 
того, возьмем $ настолько малым, чтобы для всех точек множе- 
ства 9 в области У ах = № 9:\: (которых может быть лишь 


конечное число) иметь: 
Ура: = = (вьа) У а > Уре Ушаь, 


При таком выборе 1 для всех точек множества $$, очевидно, будет 


} © Ур.т: д, 
№ раз >. У Риз, так что, положив ф = ры найдем требуемую пло- 


скость ф =1. 

Пусть А >1 минимум выражения Ф для точек множества 3}; 
на плоскости ф = А, по лемме 2, лежит вершина ИР (%). Пусть 
©. -=1,...,ф, =1 все грани ИР, проходящие через эту вершину; 
так как для всех смежных с (&) вершин ($ 12) Ф > К, то тожде- 
ственно 


Фр, (41 —1)-... р. (2—1) ‘(вее р >00). 


Но для точки (№:) ФФ Ё, следовательно, хоть одно 9, < 1, что и 


требовалось доказать. 


$ 14 


Из леммы 2 вытекает существование вершин ПР, а затем из 
теоремы 8 — существование граней ПИР. Пусть Фф =1 любая грань; 
мно’кество точек (23), удовлетворяющих всем неравенствам © = 1, 
назовем охватывающим многогранником формы / (ОР, см. 
введение). Из леммы 3 легко вывести, что всякая точка ОР ле- 
жит внутри К’. Можно доказать также теорему, обратную 8, именно: 
если через точку ПР проходит жесткий комплекс граней ПОР, то 
эта точка есть вершина ПОР (в смысле $ 4). На доказательстве 
этих предложений, однако, не останавливаемся в виду того, что 
они не имеют значения для нашей цели. 
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Легко доказать далее, что существует бесчисленное 
множество вершин ОР. В самом деле, возьмем точку (А;) 


Ол. 
на границе К’ так, чтобы пои не были пропорциональ- 
8 


ны целым числам, и рассмотрим образующую конуса (Аи) (0< 
<<). Пуольо — 0 любое число; по лемме 3 можно найти грань 


д 
0\=1 такую, что 9, < 1 для точки (+). Взяв затем точку пере- 


сечения этой грани с образующей (Хи), найдем новую грань 9.=1 
такую, что для взятой точки 9, < 1 ит. д. Таким путем получим 
бесконечный ряд граней 9., ==1 (у = 1, 2,...); эти грани различны, 
так как для точки (^;) имеем ® > 9, > 9.... >0. Из теоремы 7 вы- 
текает затем, что существует и бесчисленное множество вершин ОР. 


Целочисленные автоморфизмы формы ] 
$ № 


Займемся теперь целочисленными автоморфизмами формы] (ем. 
введение). Пусть (2)—такой автоморфизм, $5— матрица с элемен- 
тами $5, А и В— точки с координатами (т}), (у:)}; мы будем писать 
В = 4$. Значения форм: билинейной {(лх;, у:) и квадратичной 1(х;) 
будем в дальнейшем писать для наглядности в виде | (А, В) и (А). 
Если $, {[— два автоморфизма и $ как обычно, их произведение, 
то (4$) 1 = (4) 51; группа С всех автоморфизмов может быть но- 
нечной или бесконечной. 

ЛЕММА 4. Если А и В—0ве точки и $— любой автоморфизим ], 
по / (48, В) ==1 (В). 

Пусть (:), (3), (а:), (3;)—координаты точек А, В, 4$, Вз и 
Х, У—две переменные; так как подстановка $ переводит ряд чи- 
о т У3:, то имеем тожде- 
ственно в ХД, У: 


(Хоз УЗ) = (Ха + УВ. 


Приравнивая коэффициенты при ХУ, получим / (9%, 9) = 1 (9, 2), 
что и требовалось доказать. 

Пусть А точка внутри полости К’. Так как все эквивалент- 
ные А точки лежат внутри конуса К, то подстановки С разде- 
ляются на две системы: подстановки $, для которых 4$ принад- 
лежит К’, и те, для которых 4$ принадлежит другой полости К”; 
эти системы обозначим через С’ и С”. По лемме 4 1 (А,В) = }(А’,В’), 
так что подстановки С’ переводят всякую другую точку В поло- 
сти К’в точку той же полости; отсюда вытекает, что С’ есть 
группа. При этом очевидно, что С” = С’з,, где ,— специальная 
подотановнани = М). 
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Подстановка $ пз С’ переводит каждую точку системы $} ($ 4) 
в точку той же системы. Пусть т любая вершина ИР; по дока- 
занному в теореме 3 имеем для всякой точки и. т из множества 
Е =(т,ч) > =Кт), откуда =/(тз, 48) > ЕКтя). Итак, подста- 
новка 5$ переводит вершину ИР также в вершину. Далее, грань 
ОР переходит также в грань; при этом из сказанного в $14 — 12 
вытекает, что смежные вершины или грани переходят также в смеж- 
ные вершины или грани. Наконец, всякая точка ПОР ($ 14) пере- 
водится подстановкой С’ также в точку ПР. 


$ 16 


ЛЕММА 5. Если т точка внутри конуса К, то существует 
лишь конечное число подстановок $ из С, для которых тз лежит 
в ограниченной части пространства. 

Пусть (ц:;)—координаты т и с; —элементы обратной матрицы $-1; 
по условию имеем | мен +... + М.и | < Ё (1=1, 2,... п), где Г, — 
данное постоянное число. Рассмотрим 1-тую строку Си, ..., Си мат- 
рицы $1; эта строка совпадает с 1-тым столбцом сопряженной с 5-1 
матрицы $’-', переводящей, как известно, союзную форму (5) в 
себя. Таким образом для целых чисел си, ..., Ст имеем: 


Часи 555 == би = Г, Е (с... ) Ст) = И (21 


То, по предположению, (1417: +... + Мих» = 0 есть эллиптическая 
плоскость для союзного конуса Г = 0; поэтому условиям (21) 
удовлетворяет лишь ограниченное число систем чисел си, ... Ст, 
что и требовалось доказать. 

Из леммы 5 вытекает, например, что совокупность подстановок С, 
переводящих данную точку (&) внутри конуса К в точку (&) или 
(—&/), есть конечная группа. Наоборот, легко видеть, что для всякой 
конечной подгруппы С, группы С существует точка (&) внутри К, 
которую подстановки Со переводят в (+ &). Действительно, пусть Со 
состоит из подстановок $1,...,$и, в,.... И (> 0, [> 0), причем 
$: и &; суть подстановки системы С’ и С” ($ 15). Подетановки $1, ... , $^ 
образуют подгруппу внутри Со с индексом 1 или 2; поэтому, вводя под- 
становку 50 $ 15, легко доказать, что $1,..., $, $0 = $ь41,..., 
$0 = 81+: Также образуют группу Со, которая будет подгруппой 
С’. Возьмем точку т из множества 3}; так как точки 7т.,..., 
78+: лежат внутри полости К’, и К’ выпукла, то точка (%) = 


= (та +... + тк), координаты которой суть арифметиче- 
ские средние координат точек 781, ... , Тзи+ь,‚ также лежит внутри 
К’. Легко видеть, что подстановки $1,...,5к4+ переводят точку 


(=) в себя, а потому $; и &; переводят ее соответственно в (&) и 
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(— =); кроме того, ясно, что & можно предполагать целыми чис- 


лами без общего делителя. 
ТЕОРЕМА 9. Порядок всякой конечной подгруппы С есть дели- 


тель числа * 
Е 


причем произведение берется по всем простым числам р = п. 
Пусть Со—данная подгруппа и С,— совокупность элементов, 
общих Су и С’; по замеченному выше, можно найти точку (#) 
внутри конуса К, которую подстановки Сь переводят в себя, при- 
чем & суть целые числа без общего делителя. Совокупность мат- 
риц { =$’, сопряженных с матрицами $ группы Со, есть группа Т; 


эти подстановки { переводят в себя линейную форму ыз ал и квад- 

ратичную Р(5.). Возьмем п —1 целочисленных решений (9и),..., 

(а: „_1) Уравнения &2, |... -&л» =0 так, чтобы всякое целочи- 

сленное решение этого уравнения представлялось в виде 
к мы 

с целыми и,. Для этого необходимо и достаточно, чтобы алгеб- 

раические дополнения элементов последнего столбца таблицы 


0.11... 1 п-1* 


бил... бита ж ) 


не имели общего делителя; при этом ясно, что эти алгебраические 
дополнения равны \:1,...,1 (= +1). Возьмем подетановку 1 
группы Т: 

м 


вводя сюда вместо х,у новые переменные и, © по формулам: 


9: = бил... - быль = ба: ... - бита пл, 
получим: 
они: |... -- бул = Си (04191 -... + батл 91) 2... Е 
-- ‘С (ба - ... Е быт па). (22) 
Из тождества № 2%: = > у: вытекает, что п уравнений (22) друг 


другу не противоречат и вполне определяют линейную подстановку 
НЕЕ ба ба Рае. ЧЕ бука, 2, © п). 


Из выбора чисел о; следует, что матрица Е = (с\4) из (п— 1)? чисел 
сд целочисленна и имеет определитель +1; эту матрицу будем 
называть соответствующей матрице {= (с;;). Очевидно, что это 
соответствие обладает свойством: #5='1, так что матрицы / 


О 
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образуют группу Т. Докажем, что различным подстановкам # соот- 
ветствуют различные {. Пусть для двух подстановок Е, & из Т 


имеем 1; — 15; полагая 1, = 154%, получим & =1, откуда легко вы- 
вести, что матрица 1 имеет вид: 


1-Е о -. 
= 
Г г АЕ АА оо с Ат 
#) 
= = 
и Ан ..ь Ая г 

где ^., ... А„ — некоторые числа. Так как подстановка & принад- 
нежит к Т, то она переводит в себя форму Ул, откуда &^: 
+... - А =0. Далее, & переводит в себя и форму ЁЕ(а;), так 


что, полагая 
ее |< с: 
= А, (би 5... +) == 1. ие 
имеем тождественно Л (2:) = Е (у:), откуда 
‹ ^ 
РУ Оле Е м). (А) =0: 
Положив здесь у; =А;, получим Е(\;) =0, и затем тождественно 
в ЕО, 5 ч.л =0 1—1 п Ию 
порядок группы Т совпадает с порядками групп Т, Со. Расемо- 
трим форму с п — 1 переменными их: 
Ф (Ил, .-ь ии = Р (они 
т 1 п-1Ии—1) --.) Си! Ит НР ое аЕ А И). 
Так как Ул — 0 есть эллиптическая плоскость для конуса Ё = 0, 
то (теорема 1) форма © положительная определителя |а"-?}(%)1. 


Очевидно, что подстановки { переводят © в себя; отсюда, на осно- 
вании результатов указанной выше статьи Минковского, вытекает, 


что порядок групны Т делит п —1|, а порядок С, делит2.п—1. 
Теорема доказана. 
$5и 

Пусть т., т.»,... все вершины ОР и т, — одна мз них. Опре- 
делим соответственно т, область У(т,) по условию: Т(т,) есть 
совокупность точек х пространства, удовлетворяющих всем нера- 
венствам 

Е м (23 

Очевидно, что область У(т,) выпукла. Обозначим, как прежде 
($ 12), через П пирамиду с вершиною т, образованную всеми 
гранями ИР, проходящими через 2т.. 

ТЕОРЕМА 10. Область Т(т.) есть пирамида с конечным числом 
граней и вершиной в точке 0’ Именно: грани Т(т,) суть диамет- 
ральные плоскости, сопряженные с направлением ребер П; ребра 
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У(т,) суть прямые, проходящие из начала координат в полость 
К’ и сопряженные с гранями П. 
Пусть И’ — конечная пирамида, определяемая неравенствами: 


Кат) = = Кеть) т), (24) 


где т», — все вершины, смежные с т, ($ 12); очевидно, что область 
У(т.) содержится в И’. Пусть (&), (%:) координаты точек ть, пи,» 
ио=ра +... Ёрл, =1 любая грань ИР, проходящая через 
т,. Проведем из точки О прямую ОГ, в полость К’, сопряжен- 
ную с плоскостью © = 1. Эта прямая пройдет через центр эллип- 
соида о =1, /=0, если о=1 эллиптическая грань; если же 
грань © =1 параболическая, то ОГ, есть образующая конуса К, 
параллельная плоскости 9 =1. Возьмем точку (^;) на ОГ; тогда 


, В 0% : 
№==0.- О со 


Подставляя в (24) вместо координат точки х числа А;, получим: 
(Л) — ЕКА, &) = ==’ 4 Ур: (а —&) =©.1а]|( Урны — 1) > 0. (25) 


Таким образом точка х = (^;) удовлетворяет неравенствам (24) для 
любой вершины ть, (и даже для любой точки 7, из множества 
9%); при этом (25) показывает, что неравенство (24) обращается 
для этой точки в равенство тогда и только тогда, когда смежная 
вершина т», лежлт на грани о =1. Как известно *, положение 
грани © =1 пирамиды П вполне определяется ребрами П, лежа- 
щими на этой грани; следовательно, уравнения Ур (и —&) =0 
[где ($,:) смежная с ($) вершина, лежащая на © = 1] определяют 
[р& с точностью до множителя, а уравнения =] (А;, и; — ;) = 0 опре- 
деляют А; до множителя. Итак, луч ОГ, принадлежит ТУ’и поло- 
жение его вполне определяется проходящими через него гранями 
У’, т. е. ОГ, есть ребро У’. 

Докажем, что других ребер, кроме указанных, пирамида У” 


не имеет. Возьмем любое ребро Т’и на нем точку (\;) 


Е (о ба з , 
РЕ. од. (1 =1, 2, ..., п), будем иметь для всех смежных 


; положив 


с (+) вершан Ур (%м— 1) =0, причем среди этих неравенств 
имеется столько равенств, что они определяют числа р; до мно- 
жителя. Пусть (№) любая точка множества $}; так как она 
лежит внутри или на границе П, то 


м — =: (в; — &) - (+... (т 2, ... И, все о => } 


откуда УР (м: — ) =0. Положив Ура —) Ух, находим, 
что плоскость < = х обладает следующими свойствами: 1) для всех 
точек множества  ф = х; 2) равенство о = х имеет место для вер- 


* См. (4), $ 10. 
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= 
ШИНЫ (5) и стольких смежных с нею вершин, что эти точки вполне 


определяют положение плоскости ф = х. Следовательно, о =х есть 
грань ОР, проходящая через вершину (=). Так как для точки 
(25) о>х, то х>0, т.е. точка (\:) принадлежит полости К’. 
Итак, взятое ребро И’ есть прямая, проходящая из точки О в по- 
лость К’ и сопряженная с гранью © =х, проходящей через (&), 
что мы и хотели доказать. Таким образом мы нашли все ребра 
пирамиды У’и все они, по замеченному выше [неравенство (25), 
принадлежат области У(т,); следовательно, и вся пирамида И’ 
принадлежит У(т,), т. е. У(т,) =У’. 

Остается доказать, что грани И(т,) имеют указанное в теореме 
значение. Для того чтобы плоскость =/(х,: —&) =0 была фак- 
тической гранью ТУ’, необходимо и достаточно, чтобы не имело 
место тождественно в 1; соотношение: 


=] (115: — &) = р - =] (би — &) - ро Е (львы —-&) 1 ..., 


где все о >0, и в правой части стоят все смежные с (&) вершины 


(312), (&;), ..., кроме (&;). Действительно, в противном случае 
имеем: 

2 © | ^ . 

Вне 9 — $) 25 (5—6) 6... (1=1,2,..., п), 
что невозможно, так как &: 5, ..., бл ... определяют различ- 


ные ребра пирамиды П. Теорема доказана. 

Из теоремы 10 вытекает, что всякая точка !(т,) принадлежит 
полости К’. 

По ‘доказанному в $4, для всякой точки & == т, из множества 
У) имеем =/(т,) < =/(т,,ц), т. е. сама вершина т, лежит внутри 
пирамиды И(т,). 

ТЕОРЕМА 11. Пирамиды Т(т,,) (у =1,2,3,...) заполняют по- 
лость К’ регулярно (т. е. без пропусков и не налегая друг на 
друга). 

Пусть точка А лежит внутри пирамиды У(т»), т. е. для всякой 
вершины 27 = т, имеем =/(А,т») < =/(А,т,); если А принадле- 
жит другой пирамиде У (т), то 


1 (А, ти) = =/(А,т») < = (Ата), 


что невозможно; итак, пирамиды Т(т,) друг на друга не нале- 
гают. Пусть, далее, (&;) — точка внутри К’, так что плоскость 
=] (4;,21:) = 0 эллиптическая. Если К_> 0 есть минимум выражения 
=/(9:;,1:) для точек множества 3}, то, по лемме 2, на плоскости 
=] (&;,1:) = Е лежит, по крайней мере, одна вершина т, ПОР; оче- 
видно, что (&;) принадлежит пирамиде У(т,). Теорема доказана. 
Легко доказать также, что всякая конечная область, лежащая 
целиком внутри А’, покрывается конечным числом пирамид ТУ(т,) 
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и что эти пирамиды соприкасаются друг © другом целыми 
гранями. 


$ 18 


Пусть т — вершина ИР и $ — подотановка группы ›б” ($ 15}; 
по $ 15 точка т’ = тз будет также вершиной ОР. Обозначая че- 
рез А любую точку Т(т) и через т, любую вершину, имеем 
(лемма 4): 


=} (Ат) = = (Аз,т’) < &/ (Ат) = = (А$,т,з), 


т.е. Аз принадлежит И(т’). Итак, подетановка $ переводит каж- 
дую точку Г(т) в соответствующую точку И(т5). Легко доказать 
и обратное, именно: если % и т’ — две вершины (одинаковые или 
различные) и точка А, лежащая внутри У(т), подстановкой $ 
переходит в точку А’ пирамиды У(т’), то т’ = тз. Действительно, 
при т’ =Е тз мы имели бы т-=Е т’; * и потому 

=] (Ат) < =/(А,т’з-'), = (А’,тз) < Е (А’,т’) < =} (А’,тз), 


что невозможно. 

Пусть С.(т) есть система подстановок из С’, переводящих 
в себя данную вершину 7; по $ 16 Сь(т) есть конечная группа 
и из только что замеченного вытекает, что внутренние точки И(т) 
могут быть связаны друг с другом лишь подстановками Со(т. 
Легко разбить пирамиду !(т) на новые конечные пирамиды 7У1(т), 


Т.(т), ... так, что внутренние точки У,(т) будут уже н® экви- 
валентны. Возьмем внутри У(т) точку А = (9:), координаты ко- 
торой не связаны зависимостью вида А +... | Аа, =0, где 


Е; — целые рациональные числа, не равные одновременно нулю 
(такие точки А можно взять сколь угодно близкими к любой 
точке пространства); тогда все эквивалентные А точки будут раз- 
личны. Пусть 0: =1, 05, ..., ор— все подстановки Со(т) и У— 
один из значков 1,2,..., р. Присоединим к конечному числу нера- 
венств, определяющих область И(т), еще р неравенств =](х,Абв,) = 
< =] (х,Ас,) (и=1, 2,..., р) и обозначим через Ут) пира- 
миду, определяемую всеми этими неравенствами. Тогда: 1) пира- 
миды 1,(7),..., И›(т) друг на друга не налегают и заполняют 
без пропусков пирамиду У(т); 2) пирамида У, (т) подстановкой 
с, переходит в И, (т); 3) две различные точки У, (т) (из которых хоть 
одна лежит внутри Г, (т)), не эквивалентны; 4) точка А лежит 
внутри пирамиды У, (т), так как при Ас, А и }(Ас,) = (А) 
по свойству двуполого гиперболоида (конец $ 3) имеем =/(А) < 


<=/(А,Ас,). Замечания 1) —3) доказываются аналогично преды- 
дущему. 
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Пусть пи, ть, все неэквивалентные вершины (в конечном 


или бесконечном числе). Составим для каждой из них пирамиду 
У,. Тогда область У. = И, (т,) + ТУ, (ть) --... будет, на основании 
сказанного в этом параграфе, фундаментальной областью 
групны С’, т. е. каждая точка внутри К’ эквивалентна точке И, 
и две точки внутри Г. не эквивалентны. 


Случай целочиеленной формы / 
$ 19 

Предположим теперь, что коэффициенты формы { суть числа 
целые рациональные. В этом параграфе две квадратичные формы 
будем называть эквивалентными, если они связаны целочисленной 
подстановкой определителя -1. Целочисленное представление 
числа М формою ]: ](11,...,2)=М назовем собственным, если 
х; не имеют общего делителя; наконец, два представления числа № 
формою } назовем эквивалентными, если они связаны целочислен- 
ным автоморфизмом } определителя - 1. 

ТЕОРЕМА 12. Пусть М№ целое число знака =, т. е. ЕМ > 0. 
Количество неэквивалентных собственных представлений М№ фор- 
мою } конечно и не превышает |М№]|]”-1 №, где № количество всех 
неэквивалентных целочисленных положительных форм с п — 1 пере- 
менными определителя | 4"—?М]. 

Доказательство этой теоремы проводится по методу Гаусса (5). Вы- 
берем прежде всего полную систему неэквивалентных целочисленных 
положительных форм определителя | 4"-?№М| с п—1 переменными 
и, умножив каждую из этих форм на единицу — =’, обозначим по- 


лученные формы определителя 4"-?\№ через 91, ..., Фь. Пусть 
т® (1171 =1,2,..., п. 1) коэффициенты формы 9„. Пусть, далее, 
каждое из чисел М., ..., М» пробегает независимо от других 
полную систему вычетов по Мо4 | №|, так что получим | №|"-! раз- 
личных систем М,,..., М»_1. Расемотрим квадратичную форму 
с матрицей 

т к т Пий 

т о. .. ам Ти-—1 п, 

Тил ... Тип Там 

и подберем в ней последний столбец ти», ..., Ти-1т, Тип (или 


строку) так, чтобы последний столбец союзной с Ф формы Ф со- 
стоял из чисел 4”—?*М:, ..., "М, а4"°—*М и чтобы определи- 
тель Ф равнялся определителю формы Ё (2:), т. е. 4"-1. Так как 
де ©» = 0, то этими условиями последний столбец Ф определяется 
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вполне. Комбинируя каждую из форм 9» с каждой из систем 
М,, ..., Мь-ь и строя для каждой комбинации форму Ф, мы полу- 
чим |№|"-1й таких форм; удержим из этих форм Ф лишь те 
Ф,. ..., Фь, которые целочисленны и эквивалентны Ё (0 = = 
=|М№/|"-1\). 

Пусть 5, подстановка определителя -- 1, при которой Ё пере- 
ходит в Ф, (у=1,2,..., К) и пусть 9.1, ..., Я» есть последний 
столбец союзной с 5, матрицы 5, (т.е. матрицы, получаемой заме- 
ной каждого элемента 5, его алгебраическим дополнением). Так 
как союзная с ЁР форма, т. е. 4”-?], подстановкой 5, переходит 
в Ф,, то }(9л,..., а») = М, т. е. числа а» дают собственное пред- 
ставление № формою /{. 

Докажем, что всякое собственное представление Л эквивалентно 
одному из этих К представлений а (у=1, 2, ..., КЮ). 

Пусть (3,) собственное представление: } (6;) = №; легко видеть, 
что существует целочисленная матрица У определителя +1 
с последним столбцом В., ..., Ви. Преобразуем Е(7:) в эквива- 


п 
лентную Ч(у;) подстановкой У = ($:;); так как х 08: = 0 (= 
=1 
=4,2,...,п—14) и В. --... + Вых =0 есть плоскость эллипти- 


ческого направления для конуса Ё =0, то форма с п — 1 пере- 
менными 


= 7” а 
ое ф Ч (ул, о ть.) === (11/1 —- 
... + $1%—1Уп-—1) ++) $11 ... + Зтт 1) 
положительна; далее, так как форма Е = 4"-*} подстановкой а 


= переходит в союзную Ч, то определитель формы Ф равен 
4"—?} (В;) = 4"-?№. Таким образом Ф эквивалентна одной из форм 


91, ..., @в; пусть ф переходит в Ф» подотановкой (1,;) (1 |= 
=1,2,..., п 1) определителя +1. Тогда можно сказать, что 
подотановка 
Нат ... И м1 0 
> 
ое быль © 
0 бло 1 
переводит Г в такую форму 1 (у1, ..., У»), для которой И Е 
... Ул, 0) = 9х. Преобразуем, далее, форму Ч", подстановкой вида: 
о 
о ы 
бес ий 


ОБ АРИФМЕТИЧЕСКОЙ ГРУППЕ АВТОМОРФИЗМОВ 169 


От такого преобразования изменится только последний столбец 
(и строка) матрицы, соответствующей \ЧР\. Союзная форма Ч, пре- 
образуется подстановкой 


О.о 
И 
А 


поэтому, если элементы последнего столбца Ч, были и 
@—„_,, 4"—?М№, то после преобразования величины |; заменя- 
ются следующими: 4;— М (1=1,2,....п—1). Следовательно, 
надлежащим выбором целых чисел [; можно добиться того, что 
система №, ..., М„_: совпадает с одною из указанных выше систем 
Му, ..., М,-1. При таком выборе матрицы /, можно сказать, что 
форма Ё преобразуется подстановкой УТГ, определителя +1 в та- 
кую форму О(у:), у которой О (у, ..., Ул-1, 0) = Фа, и последний 
столбец матрицы О есть 4“-? Му, ..., 4-2 Мь—и, а"-2М; поэтому О 
совпадает с одной из форм Ф, и УТГГ =05,, где И—целочислен- 
ный автоморфизм Р определителя --1. Переходя к союзным матри- 
цам УГ =05, и сравнивая здесь последние столбцы, найдем, 
что представление (3;) связано с представлением (я„) целочислен- 


ным автоморфизмом ИП формы }{. Теорема доказана. 


$ 20 


Из теорем 3 и 12 вытекает, что при целочисленной } суще- 
ствует лишь конечное число неэквиваленткых (в прежнем смысле, 
см. введение) вершин ПР; а так как количество всех вершин 
бесконечно ($ 14), то, следовательно, группа С’ ($ 15) в этом 
случае бесконечна, фундаментальная же область группы С’, 
как это видно из сказанного в конце $ 18, состоит в этом случае 
из конечного числа линейных пирамид, каждая из которых имеет 
конечное число граней. 
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В. А. МЕМКОЕЕ. ОВЕВ МЕ АВНМЕТ!5СНЕ АОТОМОБРН!$МЕХ- 
СВОРРЕ ЕТМЕВ 1ХОЕЕТМТЕМ ООАОВАТГЗСНЕХ РОВМ 


ЛОЗАММЕМКАЗОК С 


Паз 71е] Чег уогпесей4еп АгЬез& 15% АпЁ\еПопр 4ез Еипда- 
тепфафегезсВез ег Стирре С Чег сап2еавИсеп АщоштогрЫ1зтеп 
езтег оехефепеп ш4ейпиЦеп диаатайзсВеп Когшт ] (51,..., Хи), аегеп 
Пебегилтате 4-0 ип4 Чегеп Деегипо ш Опа@гафе 91е Когт (3) 
Ваб. Оле Мебфоае 13% еше УегаЙретепегипе аез КЛеп’зсВеп Ро]у- 
20103. Ез 3е1 К Чег Кесе] } =0 ипа 3% @е Рапкипепае шп зап7- 
заВИПоеп Коог@тафеп, 41е 1п К Песеп. ш4еш ут уогачззееп, 
4азз а1е Рие 3] {е5% яп4 ира 4ег Кере] К ацз 1лтоепа \ме]евет 
Мабета] уег{ег106 136, уоПер \ут п абег Фе Рашке 9} 2леБеп; 
апп Ъ119еф аз Мафета] ешеп Ро]уеег (Отатззро1уе4ег == ИР). 
Рег Уетаззег Бе\е15& Че Чгет {0]сеп4е З&6е аБег Ч1езе РоТуе4ех: 
1) Опдесвите (9) !@г 4ер \УУег6 уоп } ш 4дег Зрие ОР, 2) дазз 
ФигсЬ }е4е Зрибе еше еп4 11сВе Ап2аЪ] уоп Зецеп себ®, 3) ез зе1 
(4) @1е БЫ Ппеаге Когш, эе]сБе 4ег сесефепеп даа4гайзсВеп Котт 
(1) епбзрыеВЕ, та, ть,... а|е Зрёлеп уоп ПИР па теше уоп Шпеп; 
аз Вегесв У(т), месВез дитсв Фе ипеп4Псве Иа‘ уоп Опяе1- 
свипоеп (23) аейплегф 156, 155 еше Ругаш14е 1 ешег епд свет 
Ап2аВ! уоп Зецбеп. Нл1ег егтбойесреп Фе Ругаш19еп У(т) деп 
сезяс еп Кипдатеща!регесв 4ег Стирре С ачЁхиЪапеп. 
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С1аз5зе дез зс1епсез Отделение математических 
та{Ветасдиез е{ пафиге!ез и естественных наук 


В. Л. ГОНЧАРОВ 


ОБ ИНТЕРПОЛИРОВАНИИ ФУНКЦИЙ С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ 
ОСОБЕННОСТЕЙ С ПОМОЩЬЮ РАЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 


В работе введено понятие порядка и типа функции вблизи 
изолированной особенной точки, а также понятие порядка и типа 
сходимости последовательности точек. Установлена зависимость 
между порядком и типом скорости сходимости точек интерполя- 
ции к 0с0бенным точкам и порядком и типом функции вблизи 
этих точек, достаточная для сходимости процесса интерполяции 
при том условии, что у функции имеется лишь конечное число 


особенных точек. 

Если интерполируемая функция имеет только одну особенную 
точку, обыкновенно представляют ее помещенной в бесконечности, 
т. е. предполагают функцию целой; интерполирование произво- 
дится с помощью полиномов, т. е. рациональных функций с по- 
люсами в бесконечности; что касается точек интерполирования, 
то наибольший интерес представляет тот случай, когда они имеют 
бесконечность в качестве единственной точки сгущения. Обозрение 
важнейших результатов, полученных при таких предположениях, 
можно найти в моей статье в «Успехах математических наук», 
203, 19361 

Мы рассмотрим здесь более общую задачу: будем предполагать, 
что интерполируемая функция имеет несколько—конечное число— 
особенностей, что интерполирование производится с помощью ра- 
циональных функций, полюсы которых совпадают с особенностями 
интерполируемой функции, и что точки интерполирования сгу- 
щаются только около этих особенностей. Сделав такие допущения, 
выведем достаточные условия сходимости интерполяционного про- 
цесса—при неограниченно возрастающей степеня рациональной 
функции, посредством которой производится интерполирование. 


ж * 
* 


Пусть интерполируемая функция }(5) регулярна во всей пло- 
скости (не исключая точки 5 = со), кроме точек вл, &»,..., ар (р> 1). 


Если точки аи (т = 0,1,2,..., п) различны между собою и отличны 


3* 
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от названных особенностей функции }(5), то существует одна 
и только одна рациональная функция степени п и вида: 


| Рь (=) 
Г (2) ы (2— а) (5 — аз)... (8— а)" 


(1) 


(Р, (5) — полином степени п, \, — целые неотрицательные числа, 


о _ 
5 Е п ) ‚ удовлетворяющая условиям: 


У=1 
» (ат) = 1 (ат) #—-062 0) (2) 
Разность }(2) — [№ (2), т. е. остаточный член интерполяции, 
может быть представлена в виде интеграла: 


|| 


а а ПОР 
Он 


ых (2 аа (2-04)... (2— ар (6) 


где положено 


и замкнутый контур (С) охватывает точку 5 и все точки ат (т = 
=0,1,2,..., п) и не охватывает ни одной из точек &,. В самом 
деле, этот интеграл равен сумме вычетов подинтегральной функции 
(как функции переменной () относительно полюсов 2 и ат 
(0 = т=< п); но вычет относительно полюса 2 равен /(2), а сумма 
вычетов относительно полюсов а„ имеет такой же вид, как и пра- 
вая часть формулы (1), и, кроме того, очевидно, 

(ан) = 0 (м-та 
откуда и следует заключение. 

Заметим теперь, что подинтегральная функция (как функция <) 
представляется в виде произведения двух множителей, из кото- 
рых первый }(0) есть функция регулярная в бесконечности, а вто- 
рой— рациональная функция, у которой степень знаменателя на две 
единицы превосходит степень числителя; это обстоятельство позво- 
ляет заменить контур (С) контуром (Г), также замкнутым, охва- 
тывающим точки 4,(1—<у=< р) и не охватывающим точек 5 и 


ат (0 = т < п), но проходимым в обратном направлении, и дальше— 
написать: 


р 
Т = № УС 
У=1 


где [,—интегралы с той же подинтегральной функцией, что 
и интеграл /, но взятые в обратном направлении по замкнутым 
контурам (7,), охватывающим точку а, и не охватывающим 
ни одной из точек 41, 0о,..., Я,—1, Чи, ..., @р, 5, ад, Ч... а Ва 
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честве контуров (71,) можно взять, например, круги с центрами 
в точках &, и достаточно малых радиусов (см. фиг. 1). 

Перейдем теперь к рассмотрению бесконечного интерполяци- 
онного процесса. 

Допустим, что вместо конеч- 
ного числа точек интерполиро- 
вания а» задано счетное мно- 
жество точек, не имеющих иных 
точек сгущения (не исклю- 
чая бесконечности), кроме а, 
(У=1,2, ...,р). Такое множе- 
ство можно разбить на р по- 
следовательностей (5,), из ко- 
торых каждая имеет пределом 
одну из точек @»: 


(55) О 


Чтобы не осложнять изложения излишними подробностями, 


допустим, что расстояния точек аб от предельной о, образуют 


убывающую последовательность: 
ана о. м 


Предположим, что й-ая интерполяционная функция },(2) вида 


о 
№2) == Е Е аа ар), 


©__ 


(Р„(=)—полином степени п,’ 5, —целые неотрицательные числа, 


р 
Ув = п) определяется условиями: 


(У) 
у) (у) т = Ч: 2). 59 А: у 
Ра --А (а) ( (4) 
1й т 5. р 
причем должно быть выполнено соотношение: 
р 
®) У 
А = (5) 
„= 


Согласно изложенному выше, остаточный член /„==}(2) — м (2) 
в п-ой интерполяции может быть написан в виде суммы р интегра- 
лов: 


р 
() 
ИИ 2-8 У. 


9=1 


а 


]5 аЬ 163691408 


где положено 


(1) т › 5: (р) 
2 и Зее АЕ 
ое = и в в’ 
(%<’) ЕС (ее (= —5%) е 
(1) (2) (р) 
Пуе> (2) Пу» (2) . П ‘2 (=) 
и" РР 
(0, (2), (р) О 
Пу» (5) - Пл» (5) -.. Пу» (8) 
т ^т т 
№ 
1 (2) = Ц (а — 4») 
т =0 


и (\?)— проходимый в обратном направлении круг с центром &, 


и радиусом 7® 


(о < [а 


—9.,|) (фиг. 2). 


Нам предстоит выяснить, при каких условиях можно утверж- 
дать, что если п-» со, то }, (5) стремится к данной функции ] (5); 


для этого достаточно, чтобы каждый из ИН- 


(м) 
оу @ тегралов /<©) (у 1, 2,..., р) стремился к 
® 
@2 нулю. 
п ® Предположим, что 2 находится в обла- 
па сти (Т), определяемой неравенствами 
ам ен, р) |138 (0) 
где |—как угодно малое, В—как угод- 
но большое положительное число. 
и Сосредоточим наше внимание на оцен- 
ке интеграла /^). Мы получаем: 
(1) (р) 
(#) Пл» (5)... [2% (5) 
(^) | п 2 п 
== НЕТ | 1 у 
[$ — а | — № | ии В 
(1) И 
ы. | ] 
(6 А [9 И -- у 
а. и ® | = 7 (..) | 
1) 7 
0 Пас» ($)... Иж (6 уе 


и дальше, принимая во вниманье, что при достаточно больших нп 


®(!) „(®) 1 
Е 
будем иметь: 
| () | Е 
р Па (5) ы 
% й \ у у 
| < У - | № РА + 
УЧ |5 =] в | У=1 
| (у) 
р й | р 
СЗ Ка а | 
НЕ но ый 15 | (у) == хи к 4) 10 — 0 | —- 
ет Пас (5) У=1 


-- тах 1% | (5) |. 
1) 
п 
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Но 
хе) ( (у) (9) | 
й И х @т — “, | а = 0 
| аи, 
так что при т-> < 
] 2— а0) 1 
0) 
п, следовательно, при п-> со 
(у) 
©) и 
26 (=) | о 
== = (у) 
“ к вр. |= 00) =0(п) И<у<р) 
Так как при у-Е К и достаточно больших п 
и ‘ Е 
| > | — | — [С — | = | в, — в. | —7® > 1, 
о, подобно предыдущему, 
(у) 
Пас ($) 
1 о 0 (п): 
ре 
Заметив еще, что вследствие допущений (6) 
У У \\) (У) 
(7—7) 18 |2 5 | ==0(%’ — 7). (==), 


= 
О во) в —а,[=005— 7) Изуеру-Й, 


придадим нашему неравенству вид: 


| ть 
1 < таах 18 (9) 1-5 аахаа "| 
0 у П,д» (6) 
р 
ОФ — иво +0) + 00 — (7) 
У=1 


Это последнее соотношение установлено при допущении усло- 
вий (6); однако ограничение |2|< В можно отбросить: чтобы 
убедиться в этом, достаточно произвести в интеграле /*) замену 


д=е- — = -- < ‚ подобрав надлежащим образом с. 


Сделаем теперь дальнейшее предположение, касающееся пове- 
дения функции }(5) в окрестности точек в, и относительно распо- 


ложения точек интерполирования а“. Именно, допустим, что 


в онрестности точек 9, т. е. при достаточно малых значениях 


|2 —9,| имеют место неравенства: 
Ну 


о 


ЕЯ к (8) 
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д о ЕЕ ВНЕ ЕЕ ВНЕ ЗЕНЕИЕЕЕ ИЕН 
где Н, и с,—некоторые положительные числа; с другой стороны, 
пусть при достаточно больших значениях И выполняются также 
неравенства: 

1 


а, 


1 
= №пъ, (9) 


где Г[,, и 0,— положительные числа. 
Допустим, далее, что числа АО связаны предельными соотно- 
шениями: 
(5) 


АХ ох, т. е. Ом > Е (У = 7 2, > Р), (10) 
И-—со 
где 
и) 
5 


и, 0: И, 


Так как выбор радиуса тб) круга. (70)) подчинен единствен- 
ному ограничению гб) < | а) —«,|, то мы можем положить 


й 1 
о 


причем т,—пока произвольные числа, большие единицы. 
В таком случае получим оценку: 


т 2® а № 1 
й п Е Ее 
— а.) ® У © —а я а —а 
] ( А =: 1 2 ] т И: == 
(в = 5 [2 У 5 =— 
пу (5) = - - 
т $ — а ар — а; 
(®) 1 1 
в 9. ХК Е 1 
а 1 т хак а: 9 в. } 
— ен" В. 2 = — Й, (Тьхь *), (11) 
т ба 
где положено для сокращения 
со 
а 
Та (и) = 0 мег (> 0, и> 1). (12) 


Пользуясь неравеиствоми (8) и (11), придадим теперь оценке 
(7) вид: 


1 С}; 


121 1® | < — пла, (тьхк #) -- п® Н» (ть Ги) * + 
(к) в)\ 15% ` 
И и), Но) + 200—в). (13) 


Из этого основного неравенства мы выведем в дальнейшем ряд 
следствий, касающихся сходимости рассматриваемого процесса. 
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т ОВ АЬЕВНЬЕЕЫВ Я СВ ВН Е Н с боЕЕ РнеЕЫВ 
Введем понятия порядка и типа функции }(2) около особенной 


точки 2 =04,; именно, будем называть порядком и типом /(2) 


около точки д =0, соответственно числа 2, и А,, определяемые 
соотношениями: 


т. (= >0), 
2—0, 12 ея 
Вт |2 — а» |^.1817(2) | = 4. _ (2,>0,4,>0) 


У 


(причем предполагается, что верхние пределы берутся относи- 
тельно всевозможных путей, ведущих в точку 9.). Неравенство 
Ра. 


&—му 


|7 (2) | <е , 


будучи выполнено для сколь угодно малого &, лишь бы 2 было 
достаточно близко к &,, свидетельствует о том, что функцая ] (5)— 


порядка меньшего, чем 0., или равного 0); аналогичным образом 
неразенство 


Р-, 


(АЗ+®) 
[7 (2) | <е 
свидетельствует о том, что порядок ]}(2) меньше 2,, или что поря- 
док равен 2., а тип меньше, чем А), или равен А. 
Затем введем еще числа р, и ®, (которые можно было бы 
назвать порядком и типом сходимости точек иктер- 
полирования около точки д): 


2—в&`, 


о 
а х а) — а 
— = Им Е 5 
„ По #7 
=== Л 
©, = Пт —— 
пй—>со 2 
и] а Е. || 
Неравенство 
1 
1 Е 
С) — п ? 
аъ’ —@.| 


будучи выполнено для сколь угодно малого е, лишь бы и было 
достаточно велико, свидетельствует о том, что порядок сходи- 
мости точек интерполяции около &., не превышает 0%; неравенство 


1 - 
(У) - (<. =) "> 
| аъ — | 


— 0 том, что порядок меньше 2- или, если он равен 0, то тип 
не превышает о... 
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Предположим сначала, что известны порядки возрастания с. 
интерполируемой функции и порядки сходимости 0`, точек интер- 
полирования около особенных точек &.; но неизвестно ничего 
о типах. В таком случае можно положить: 


не еее 
и 9. =ру— =’) " 
и неравенство (7) примет вид: 
бе =_ 


12| 1®| < —п0 (%—е, р Е Е" 


т ее о (пт) + У ОА — в, (14) 


Е 
Е 


где положено 


1 
О (6, т, х) = 164 (тх 8) > 0. 


Пусть ©) =А(9, т. е. кратности полюсов функций }, (2) выби- 
раются равными числу связанных с ними точек интерполирования. 
Тогда сходимость обеспечивается неравенствами: 


к > [м (Е =1,2,...,р), (15) 
так как при выполнении их = можно подобрать настолько малым, 
Е 
что Не <1, и тогда правая часть (14) стремится к — < и, 
К 


следовательно, все интегралы /[®) стремятся к нулю. 

Впрочем, из того же соотношения (14) видно, что 4 может 
и не равняться Л®. 

Именно, мы получаем следующее утверждение: сходимость 
рассматриваемого интерполяционного процесса имеет место (равно- 
мерно относительно переменной 3 во всякой замкнутой области, 
не содержащей особенных точек интерполируемой функции), если 
только около каждой особенности порядок возрастания функции 
меньше, чем порядок сходимости точек интерполяции [соотноше- 
ние (15)]. При этом достаточно предположить, что кратности 
полюсов интерполирующих функций ц® подчинены условиям: 


и — #8) 

(А) Пи" =0, т.е. це. жи. (= О.., р 
И-со 

(В) > №’ — Чи; (=1,2...,Р), 


в 
где числа 0ь удовлетворяют неравенствам: 
4к < ри тах О (рь› ти, Хх) (К =1,2,...,р). 


5к> 


Действительно, из этих неравенств следует, что при надле- 
жащем выборе т; и = 


Чь < (2% — =) [0 (6% —:, Тв, Жк) — Е] 
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и потому 


Е ь 
о Ш.) 7 ь < [9 (2% —&, Тк, Жк) < =] п, 


РЕ 


а затем остается сослаться на неравенство (14). 

Предположим теперь, что порядки возрастания функции 
и порядки сходимости точек интерполирования около каждой 
особенной точки совпадают: 


19 А ау 


и что известны, кроме того, типы возрастания функции А, и типы 
сходимости точек интерполирования ®,. В таком случае положим: 


бо А Е РЕ ар. 


и неравенство (7) примет вид: 
1 


18| < в, (аж) — (Ак +) (вь + =) + 


р 
В 1° п, У ы 
мо : Но (п) - к ОВ (16) 


й У=1 


Пусть и = АС. Тогда для сходимости достаточно потребо- 


вать выполнения неравенств: 
1 


—ВА п р ре 
Ак < и (Тк Хь ) (А рай : 2, ОН р). (17) 
Ю 
Здесь числа 7, остаются еще неопределенными, и их выгодно 
подобрать таким образом, чтобы правая часть (17) была возможно 
1 
больше. Если х, > 2 №, то можно положить ть = 2х, и тогда 


будем иметь: 
1 


т (ть жк РЕ) = йр (2); 


если же х, < ыы то, выбирая т, достаточно близким к единице, 
т а 
сделаем Й, (ть хь *) как угодно близким к вр (*, гы 
Ё А 


Итак, для сходимости процесса в рассматриваемом случае до- 
статочно, чтобы имели место неравенства: 


Ак < В», (18) 
где 
1% №, (2) ра 
В» = ПАР (бездне р): 
о ь (к "при ж 2 
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В частности, этот последний результат справедлив и для слу- 
чая р=1, когда имеется только одна особенная точка 9, = 4, и 
тогда, так как х =, =1, мы получаем единственное условие: 


А<В=о-1, (2) *. (19) 


Как вытекает из предыдущего изложения, еели кратности по- 
люсов функций равны числу связанных с ним точек интерполи- 
рования, имеется столько условий сходимости, сколько допущено 
особенных точек, причем эти условия являются взаимно незави- 
симыми в том смысле, что условие, относящееся к каждой осо- 
бенной точке, сопоставляет рост интерполируемой функции около 
этой точки с плотностью точек интерполирования в окрестности 
этой же точки. 

Однако, если отказаться от требования |. = А), то можно 


получить и несколько более общие условия сходимости. Заметим 
прежде всего, что, если допустим 


А ав 
А, м о. 


то, как ясно из соотношения (16), ничто существенно не изме- 
няется в наших утверждениях. Предположим теперь, что 


} и ие 
А — и = Е : (20) 
Гогда неравенству (16) можно придать вид: 


п 


и рить [ин (зьзы №) — (Ак) (вы +9] — 
р-р Но) 
п = 


Отсюда ясно, что если выполнены условия 


12 |1®) |< — 


ОА. (21) 
п >> со 


где положено 


< 


Дь = рь тах ты [1 т хь №) ра ар] (& =1,2,...,р), 
тк >1 


то сходимость должна иметь место. 

Возникает вопрос: считая заданными функцию 1 (=) п систему 
точек интерполирования а), при каких условиях можно расно- 
рядиться знаменателями интерполяционных функций }, (2) (т.е. 
подобрать числа |.) таким образом, чтобы рассматриваемый нами 


процесс был сходящимся? Если выполнены неравенства Д, > 0, 


* 

ы В предположении, что точка « бесконечно Удаленная, это неравенство 

и. установлено А. О. Гельфондом [Вепа. Тлисей (6) 11, р. 377—384 (1930)]. 
онстанта, стоящая в правой части (19), не может быть увеличена. 
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равносильные неравенствам (17), то, как мы видели, достаточно 
взять МС) = ^©) или вообще 


Оо ов 
№, о = (==) ы 


Но любопытно, что тот же результат может быть достигнут 
и при более общих предположениях, а именно достаточно потре- 
бовать выполнения условия: 


р 
А 0 (22) 
У=1 


В самом деле, обозначив через А среднее арифметическое 
чисел Д,: 


аи 
А — — 
Ра 
можно, очевидно, всегда т целые числа ©, сумма кото- 
рых равнялась бы п, таким образом, чтобы иметь: 


(\) т 
Ми — А», = ( д А Е т п Е 0 (==) 12 5 5 


тогда 
ИО Й (у) Е 
п" 1ю1п=А, —А-+0(1), 
так что 
26) — „© — 
Те "191 = А, —А<А,, 
п > со 


и условия (20) и (21) выполнены. 
№ 


С другой стороны, если удовлетворены условия сходимости (21), 
то мы получаем: 


р (У) (5) 2 (У) (у) 

< = в Е ^ {и 

0 № - "еп = Па - п-т = 
У=1 ‘2 В > © ,—1 
р (\) (9) р 
% й и 

Иа ААА > Д,, 

у=1 п > < У=1 


откуда следует неравенство (22). Таким образом неравенство (22) 
является необходимым и достаточным для того, чтобы посредст- 
вом надлежащего выбора чисел №” могли быть обеспечены условия 
сходимости (20) и (21). 


* Так как числа „0 = АХ + (А— А,) удовлетворяют требованию 


п 
15п 


ри = =, то можно выбрать о) даже таким образом, чтобы С == во яя 


‚р 


+ 9%) где |6) |< 1. 


182 В. Л. ГОНЧАРОВ 


Рассмотрим конкретный пример, когда интерполируемая функ- 
ция ](2) имеет особенные точки @& и 3, причем около точки & 
она— порядка 1 и типа 4, а около точки 3— порядка 1 и типа В, 
так что в окрестностях этих точек соблюдаются соответственно 
неравенства: 


А += В+= 
Нее” мае 
интерполирование производится функциями вида: 
ря 
Да (2) = —_ (шь у, = 20), 


(а) («— В)" 


причем полином Рь„(2) степени 2и—1 подбирается согласно усло- 
ВИЯМ: 


ет (ат) = } (ат), т (вт) = 1 (6т) (т=1, ой 


и предполагается, что имеют место асимптотические равенства: 


1 1 
| — @и |. 8—6. 


Если допустим, что 1, = \, = п, то получим условия сходимости: 


АВВ. 
где 


ВА (2) = | щен =12 = 0,69 
2 
Однако сходимость может быть обеспечена и в более общем 


случае, если 


А-+В 
о 


для этого достаточно подбирать \„ согласно неравенству: 


п и п т ^ 
А-а) < < 28 —В ао (в) . 


Замечание 1. В предыдущем изложении предполагалось, 
что все особенные точки а, находятся на конечном расстоянии. 
Не представляет труда включить и тот случай, когда бесконечно 
Удаленная точка принадлежит к числу особенностей. Пусть име- 
ются особенные точки а, 9»... @р_: (конечные) и др = оо. 
Тогда надлежит допустить, что рациональная функция }» (2) стё- 
пени п в бесконечно удаленной точке имеет полюс, скажем, крат- 
ности |4р; а это означает, что ]»„(3) должна иметь вид: 


[и (2) = =) 


(2 — а, )"* (3 — оз)... (и 2 


7 
причем 


Др = ® — (ма Ма- ... + Ир). 


Вся теория легко обобщается на этот случай: все основные 
формулировки остаются в силе. 
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Замечание 2. Вместо того чтобы помещать полюсы крат- 
ности |0) интерполяционных функций в самих особенных точках 


а., можно брать группу из м“? полюсов в окрестности точ- 
ки 4, и во время процесса интерполяции (т. е. при п- со) приб- 
лижать их к этой точке. Если приближение совершается до- 
статочно быстро, основные формулировки сохраняют силу 
даже без изменения констант. 


Научно-исслед. институт математики Поступило 
Московского гос. университета. 25.1. 4937. 


\У. СОМТСНАВОЕЕ. ЗОВ ГУМТЕВРОГАТТОМ ОЕ ЕОМСТГОМ$ РОЗ- 
ЗЁОАМТ ОМ МОМВВЕ ЕТ\МТ ОЕ РОТМТ$ 9УМСОМЕВ$ АО МОУЕМ 
ОЕ РО МСТТОМУ ВАТТОММЕГГЕ$ 


ВЕЗОМЕ 
Опе Топсмоп ](2) 66апф тбоаПёге Ч4апз 1006 1е р]ап зап! ]ез 
ро1пё$ @1, 4»,..., ар, оп 3е ргорозе 4е Авегитег чпе !опсйоп 
гайоппеПе 
Рь (2) 
Дл (5) = «@) «(2) БФ) › 
а 


р 
(Р„ (2) 66 ап% ип ро]упбше 4е 4езтё п, и) 4ез еп\йегз роз, > в = 
7—1 


= п) ее даче 1’оп а\ 


о в 


р 
ой 1ез ЛС) з0п6 4ез епМегз розИя{$ 4е] де У во = п её 1е5 пот- 
7=1 
Ргез а@) сопуегоетф уегз а, 1отзаме т- со. 
бо 
6) 1 о 
[44 о в. о, 95% 0 р) 


& рагйг 4’ппе уа]еог 4е п за затштепф огапае (= >> 0 агЬИтгатетет% 
ре $); 501%, 4’алиге рагё 


(У = 1, 2, ...› р) 
4апз ип сегс]е 4е сеп4те а, её 4е гауоп зи Язаттепф реф. А1огз, 
ройг 4и’1| у а\ сопуегоепсе 


Ито (2) = (2) 


И со 
(4’ипе шап1ёге опИогше 4апз 400 4оташе {егтё пе сотепап 
апсип 4ез розп{з &,), И заЙи аче 1ез соп@\опз 


ОИ ТО 1 в) 
0 Ц ^ 
п>со ”. йи-—осо 


121 < 4, (У=1, 2, И 


18% \. СОМТСНАВОЕЕ 


301е06 убг6ез, ой 1’оп а роз6 
к 
домах” [В (ом 1] 
7 й 
1 
‚ _ 4® т : ь 
х, = И -” (сез Пи\Цез 6$апф зирроз6ез ех13фапфе$), 


И—со 


т а 
(и) р | ШЕЮ ог. 


Роиг 1е саз ой И п’у а аа’ип зе] роз зшеаНег & 1’, 
уот А. СеШопа [Вепа. Гис. (6), 14, 1930]. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОССЕТМ ОЕ ГГАСАОЕМ!Е ОЕ$ 5СТЕМСЕЗ БЕ 1/9В$$ 


С]аззе дез зс1епсез Отделение математических 
та\пПетаИдиез её пафигеЦез и естественных наук 


Я. Л. ГЕРОНИМУС 
О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ 


(Представлено академиком С. Н. Бернштейном) 


В настоящей работе установлена асимптотическая связь между 
некоторыми экстремальными задачами, относящимися к тригоно- 
метрическим полиномам. 

Во всем дальнейшем мы будем обозначать через С (0) тригоно- 
метрический полином порядка п с вещественными коэффициен- 
тами: 


д 
6 =Я Уре, ль = А-В (1) 
в=0 
а через СС (8) — полином с заданными старшими коэффициентами 
о, “1 ..:› в. Через 2 [С] обозначим интеграл 
27 


Ба = зе (166146; (2) 


через М[С] обозначим модуль-максимум полинома С [9] в интер- 
вале (0, 2); наконец, через «© [С] обозначим линейную функцаю 
от $ +1 первых коэффициентов полинома С (0): 


$ 
© [С] = > ул Св-в, Ск == ак 6, (3) 
в=0 
причем комплексные числа со, С1,..., Сз Даны. 


Настоящая работа имеет целью установить связь между раз- 
личными экстремальными задачами, имеющую место при безгра- 
нично возрастающем п и конечном $; в Частности, мы придем 
к следующим двум теоремам: 

ТЕОРЕМА А. Максимум модуля линейной функции ®® [С] от 
коэффициентов полинома С (9), подчиненного условию Г[6]=1, 


к ” 
асимптотически в 5 Раз больше, чем минимальное уклонение от 


Г 
ИМЕН, Серия математич., № 2 й 
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нуля тригонометрического полинома с заданными старшими коэф- 
фициентами Со, Сл, ---› 63 


(©) ГС ВЕ 
пах РТ ша М [69] (5 


ТЕОРЕМА В. Максимум модуля той эже линейной функции 
к 
© [С] при условий М [С] =1 асимптотически в раз больше, 
чем минимальное значение интеграла Г[С®] от модуля полинома 
с заданными старшими коэффициентами сх, ст, ...› Св 
) 
а ть 
ах ^ - ша [С]. 5 
$1 
Задача Г. Найти асимптотическую величину минимального 


уклонения от нуля в интервале (0, 2®) тригонометрического по- 
линома 


и 
со (в) = я У лье» (6) 
&=0 
с заданными старшими коэффициентами 5, ^1,..., “з: 


Эта задача является обобщением на случай тригонометрических 
полиномованалогичной задачи, поставленной и решенной академиком 
С. Н. Бернштейном (1) для рациональных полиномов; мы будем 
решать нашу задачу, обобщая соответствующим образом его 
метод. 


Поставленная задача сводится к нахождению наилучшего при- 
$ 


ближения функции %\ > е' "8 посредством тригонометриче- 
К =0 
ских полиномов порядка п—$— 1; поэтому, по общей теореме 
С. Н. Бернштейна о системе функций Чебышева (?), полином С (9), 
дающий решение задачи [*, должен достигать по крайней мере 
2(п —$) раз своего экстремального значения -- М [С] в интер- 
вале (0, 2). 
Рассмотрим функцию 


—Г1 
ея 
Ро важ(==С)} ге. (7) 


ВИ | 
тде 4(2) и 254 (- )— полиномы степени о, 
[е] 


х с 
а щие, (= Хы, (8) 


$=0 


Й (0) т $ 
{ерез С ; МЫ будем обозна зать полином, дающий ешение 1-ой экстре- 
р Ну стр 
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определяемые из разложения: 


еее (9) 


при этом 5 является наибольшим корнем векового уравнения 


[0] 0 ... 0 Со С1... С5 


с 0 О 0.0 
бя Фо. 0 


кратности у 1 (> 0); о=$— у. 
Как известно (3), (*), все корни полинома 4 (2) лежат в области 
=. 
Мы можем записать нашу функцию Ё (0) в следующем виде: 
Е (0) = 6© соз [(® - 3) 0 — 23], х=е8, $ = агс 4 (2), (11) 
откуда ясно, что при изменении 0 на 2к она 2(п— 50) =2(п— $5) 
раз достигает своего экстремального значения -- 6% *. 


Нетрудно также убедиться в том, что первые коэффициенты 
ее целой части равны су, С, ..., 65, ибо 


РЯ (© Е в а. 


Докажем, что дробная часть функции Е (0) стремится к нулю 


1 
вместе с Я 


Предположим, что все корни полинома 4(2) простые; в таком 
случае мы имеем: 


(13) 


где О,» (2) и 9._1(2) — полиномы степени п и 6—1. Из (13) мы 
находим: 


Чо-1 (в) = = "° (=) ‚ а(®) = П (2—4), (14) 


откуда, по формуле Лагранжа, 


ть т 5 
ЛОТ ‚_ 


* Если все корни 9(3) вещественны, то мы придем к дроби, примененной 
С. Н. Бернштейном (5), (8), (2), а в последнее время—Н. И. Ахиезером 
(7), (3), (°), (2) при решении ряда экстремальных задач. 


дж 
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Так как наш полином 49(2) не зависит от п, то при |2 | =1 


имеем неравенство: 7 
( . 
о |= АЕ", (16) 


где А — конечное число, |&|<=<1 (=1,2...., 0). 
Мы видим, что наша функция Р (0) может быть представлена 
следующим образом *: 
Е (0) = { 0» (2) Е 2=0", (17) 
1 
где (» стремится к нулю вместе с -—_. 


Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА Т. Для всякого тригонометрического полинома по- 
рядка п 
т 
ре 
С (6) = % № 5 ев 
В=0 
с заданными старшими коэффициентами “1, ..., {зв имеет место 
(при безгранично возрастающем п и конечном $) неравенство 


М [С®?] = М [6®] = 5%, (18) 


где $ — наибольший корень векового уравнения (10)**; знак ра- 
венства имеет место для полинома 


ГВ (=) | 
РЯ р Е ь 250, (19) 


1 
в котором "м стремится к нулю вместе с —, а <=$— у, ссли 
— 1 № 
у-- 1 есть кратность корня 8%; полиномы 4 (2) и 23 “() опреде- 


ляются из разложения (9) **. 


$2 


Задача П. Найти минимум интеграла 
2п п, 

Мб] == \ | (6) 148, с) =я У зле, 
0 в=0 


если $ - 1 старших коэффициентов полинома С (6) связаны линей- 
ным соотношением 


п 
(ГС — УЕ: —ы 
© [1=Я У (в Ск = 1; 
в=0 
числа с, с1,..., сз даны. 


* 
Аналогичным образом исследуется случай, когда 4 (=) имеет кратные 
корни. 


Ж* у 
В формулах (9) и (10) съ, си, ..., с, надо заменить на Аа. 


5 
, 


р 


9)» 
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Рассмотрим полином Р (0) порядка п — у: 

Р(0) = 429) 7-вы}, = ей, (20) 
где 4(3) и > имеют те же значения, как и в предыдущем пара- 
графе. 

Найдем разложение в ряд Фурье зепР (0); для этого поло- 
жим 


7-8 С — Е д. 6. (21) 


где о увеличивается на 2п вместе с 0. 
В таком случае имеем: 


а Не = Е а © 
50пР (0) т 5) В и т) 


т: и а 
) 


= 58а ионня У мА. (22) 
В =3п—3$ 
Умножая обе части на произвольный полином С (0) порядка 
п < Зп — 35 —1 и интегрируя, имеем: 
2® 


6(<) 5(с) 
С (6) зо Р (0) 40 | ыы (23) 
0 


|996] |= % 


Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА П. Для всякого тригонометрического полинома по- 
рядка не выше п имеет место неравенство 


В Е _В[6»] _ == ве | 20—11 
1} [6]. о) [С.] | О | 3 ] 2 (24) 
где 
а 
1 = д | 16 (8) 148, «9 [6] = ие ь 
о 


знак равенства имеет место для полинома 
я) 7п—25 =. 

С» (6) = % {47 (2) 2"-25+} [т (2), 2=е8, (25) 
причем 5%, 4 (5) ву имеют те же значения, как ив 8 1; т (2) — про- 
извольный полином степени = у. 

Сравнение теорем Ги И дает теорему А введения. 
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$3 


Задача ПТ. Найти минимум интеграла 


ШС] == >= ы | С (0) | 40, С®(0) = Ут е "№8, 


В =0 


если даны старшие коэффициенты “о, 1, ..., з*. 
Подберем полином 7(2) степени с =$, все корни которого ле- 


жат в области |2| > 1, и полином ® (5) степени у = $ — с из условия 
мата т (+) = + 2+... + 25; (26) 


это всегда можно сделать и притом единственным образом на 
основании теоремы Е. В1ез2’а [см. (2), стр. 167—168]. 
Введем коэффициенты разложения 


22 (^ 
> р 


НЕ, - ... Е зе ..., |2| < 1. (27) 


В таком случае, для всякого тригонометрического полинома С (6) 
с заданными старшими коэффициентами 1, ^.. ..., {з имеет место 
неравенство: 


1. [6] г[601] 2 


Го [6 > То [= 


где полином Сб? (0) равен 


Су и 
РЯ {инея НтыФвая (ие ит (| г = 
Е ое о-в | к х: 4 (28) 
причем г (5) и (2) подобраны из условия (26); отсюда 
5 [< 
= Бе И. (29) 
0 
Вводя снова переменную & 
Иа 
ет-»)% — уп м — 2-8 ры ( 5 у д — е19 
4 =) г (=) . 3 


мы находим 
Ст (9) = [1 (=) г (2) 2 с0з (п — у)а, з=е%, 


еп С? (0) = = {605 (п — а — 4.6053 (и —Уа+ ... }; 


отсюда получаем 


Сита У ма р ле 


Е Е нос Е=21—2$ 


* Задачи ПИ и ПШ являются обобщением из Й 
вестной задачи А. Коркина 
и В. Золотарева (№); см. также (№) и (3). $ и 
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и окончательно 


- 
п 
С 


СЯ] = = 222 92 = 6. (30) 
0 
Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА 11. Для всякого тригонометрического полинома по- 
рядка п 


С® (0) = Ут е(®—в) 0 
в =0 


с заданными старшими коэффициентами “о, \1,..., в имеет 
место неравенство: 


116] > 216, з=| "|; 


полином, осуществляющий минимум, равен] 
ОР ана ет) | ее), 2=0% (94) 


где полином г(2) степени с < $, имеющий все корни в области 
[32| > 1, и полином т (5) степени у=з — в подобраны из условия 


728] 2° <) "(=) ЕР. Р-Р... (32) 


минимальное значение интеграла т 


Е [С] г 9] —_ 9] К — |"(=) (2) 246, == ей, (33) 


где числа №, Ё№,..., Кз определяются из разложения 


п. К 5 34 
== 744] 18 - ... + А. - ... [12| = 1. ( ) 


г (=) 


Отсюда, в частности, легко получить ответ для $ = 1, приве- 


денный в нашей заметке (15). 
Заметим также, что, если в теоремах П и Ш полином подчи- 
нить дополнительному условию — быть неотрицательным, — то 


п 
минимальное значение Г,[С] увеличится в - раз при условии 
р п—1 
Е р) . 
$4 


Задача ПУ. Найти асимптотическую величину наименьшего 
уклонения от нуля в интервале (0, 2) тригонометрического по- 


линома 
т 
= у ке ®-№9, 
и =0 
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старшие коэффициенты которого связаны линейным соотношением 


®© [С] = %\ У в = В 
ет 


По теореме ПТ мы имеем: 
16®] > 2[691, 


где 
 ( Е з 2 Ро 
С о (р, де. | 5) 
72(2) 2 1(2) т ми = 8 ... Не ...; 
кроме того, мы нашли 
с 2[ 0) [<@]| 
БОИ, | 
а Г (36) 
— 
м а Ко -Е А: 3 — С = Е:2°-... 


Имеем оче видное неравенство: 


М [64] м [6”] 
5 [< = [®® [1 ’ 


т < 
где С › (0) — полином, осуществляющий минимум в задаче | при 
заданных старших коэффициентах то, т., ..., т; при п->> < 
и конечном $ имеем 


М [61 8") (37) 
Го [6 ^ [59 [6%] |? | 
ибо 
9”) [С@] = ®© [6%] = $ > Е 
те 
До сих пор числа то, т,..., т, были совершенно произволь- 


ными; возьмем их теперь равными числам Ку, К,,..., № из (36). 
В таком случае будем иметь: 
А(® р 
о — та | =: (38) 
Е 
С другой стороны, обозначая старшие коэффициенты полинома 
С. (0) через уу, \1,..., \‹, имеем: 
М [Си = М [6] = 8%, 


откуда 
(у) 
м [61 9т (39) 
То9 61|” Т® [69] |" 
Сравнение этого последнего неравенства с неравенством (37), 


справедливым при произвольных числах И%, И ,..., Тз, приводит 
к выводу 


М [Си =8%. (40) 
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Из теоремы П имеем неравенство 

7) 

= . 

2161 = 416 [61 

поэтому при любых числах сх, с1,....с; получим 
7 
216%] > —1 5 |9® [6%] |, 
60 


М [С : 
а 2 | (41) 
| [611 пр [68] 
Сравнение этого неравенства с неравенством (38) дает 
М [С , 
ы = т (42) 
[56 [61| п2[69] 
Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА ТУ. Для всякого тригонометрического полинома по- 


$ 
т 
3 
= \ о ух ей (п—в) 0 
Е =0 


имеет место неравенство (при безгранично возрастающем п и ко- 
нечном $) 


рядка п 


(©) а п [9 о 
Е (63) 
где 


69] = Я У в, |6 (0)|=М[бь 0О<6=2т; 


СО (0) — полином с заданными старшими коэффициентами сх, 
с, ....6, дающий решение задачи ШП; знак равенства в (43) 
имеет место для полинома 


Е в" 2—2, (44) 


где 1» стремится к нулю вместе с ыы полином т (5) степени с = $, 
п, 


все корни которого лежат в области || > 1, определяется из (35). 
Сравнение теорем ПТ и ТУ дает теорему В введения. 
Теоремы, аналогичные теоремам А и В, имеют место для ана- 
литических функций / (5), регулярных в области || < 1; этот ре- 
зультат можно сформулировать следующим образом: 


ТЕОРЕМА А’,В’. Для всех функций ] (2) = х ак 3^, регулярных 
К=0 
в области |2| < 1 и рые условию 
= [Иа = 1, (45) 


а =1 
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максимум модуля линейной функции 


8 
®© [Д = 2 ак С5—ь (46) 
В=0 

равен минимальному значению верхней границы М [Е®] модуля 
функции Е© (2) од в области || < 1, которая в этой области 

регулярна и НИЕ коэффициенты сз, с1, ..., 68, т. е. 
тах И = шш М [Е <]. (47) 
Если же функция } (2) = и регулярная в области |3|< 1, 

в=0 


подчинена условию 
зир |1 (2) | = М Л =1, [2|<1, 


то максимум модуля ®© [ЕЁ] равен минимуму среднего значения на 


круге | 2 | = 1 модуля функции Е© (3) = р скз®, регулярной в области 
в=0 
12| < 1 и имеющей первые коэффициенты сц, су, ... , С 
И ее (@ 
тах — Е шла С [Е <]. (48) 


Первая половина теоремы вытекает из связи между задачами 
Сага бо4огу — Ее]6г’а и Е. В1езт’а (1), (18); вторая половина 
установлена автором (!”) *. 


$5. 
Рассмотрим теперь рациональные полиномы с вещественными 
коэффициентами; мы будем их записывать таким образом: 


0 (=) = Хок = Хак Т, ь (а) = УВ 0, к (а), (49) 
В=0 В=0 Е=0 


где 


РИ) зубов) ке Ни и } ; $ =06080 (У=0,1.2,...)7 50) 


Коэффициенты 04 и 8, выражаются в зависимости от б следуо- 
щим образом: 


* Ц. 32е8б любезно указал мне (в письме), что результат, полученный 
мною в ("), был впервые получен О. 8124°1’ом в работах «(Ъег @е Кое!- 
Пмешеп РезсвтапК(ег Ро{епягевепт», «Оъег ЪезовтАпКе Ро{ептгетеп», напе- 
чатанных на венгерском языке (с немецким резюме) в Вестнике Венгерской 


Академии Наук за 1926 г. (Примечание дано при просмотре ко ектуры 
45. УТ. 1937.—Я. Г.) : . - Е 
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: и: 
04 = ре х в | =. э^ ) | 
Г (2=0,1, в. (51) 

) 


О ВАР у Я ет г. А 1 
8 9т—1 и И. ) 


Введем также обозначение: 
+1 +1 


ре = [1 едГае, = | О 


ЕЕ = 


(52) 
8 8 8 
< \) 
®(@) [9] = > @кбз—ь = р @%05—к — м вв, ) 
&=0 ®=0 &—0 
где 4, — данные вещественные числа; легко найдем: 
[> ] 
= : 4,2% 8. 
Я = р. ) 
В=0 
[=] (&(=0,1,..., 5) (53) 
` А—1 
— п 2 —= 
В = ру Эп-1—28 в Е ( р ) 


К =0 


Рассмотрим теперь решение наших четырех задач. 

Чтобы решить задачу 1, надо положить с: = о; (0, 1,2, ..., $); 
легко видеть, что при этом наше вековое уравнение (10) С (5) = 
распадется на два: 

С (5) = сопзё 4(5)А(— 0) =0, 


95—09 бр ое бы 
5—1 5—2 —= б 00 0 > 
А (5) р (54) 
бо 0 1075 
Если даны коэффициенты 0, 01, ..., @5, ТО имеем неравенство 


М [06] > М [97] = ® |, 
где 5(^) корень уравнения А (5) =0, имеющий наибольший модуль. 
Пусть теперь даны коэффициенты оу, 01, ..., 0; (0дного порядка 
относительно п). 
Если $ четное, то по формуле (51) имеем: 


5 
сот? ет : 
бы» Па -=0 -.(1=0 Ц 5-1) (55) 
9т-1 $ | п <“, 
9 
ЗЕ 
при этом 19 |= [68| м В - : (56) 
и сей 


5 
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Если же $ нечетное число, то 


8—1 $—1 
ТРЕ 2 
а 607 : ржа с17 
== ) 
: оп-1 8—1,’ от-25 — 1 
2 
. я. 
Вш —=0 (@=0,4;.., 8—2): (57) 
п-—со $ 
в этом случае имеем: 
$—1 
[251-52 + а, и СЫ Е 
|5 | — ^ 11511 + И 1 0ор. (58) 
2 о И ь : 
2" 


Мы приходим к следующей теореме: 


ГЕОРЕМА Г. При безгранично возрастающем п и конечном $ 
для всякого полинома 


т, 


© (х) = > в» Ти-ь(т) = 3 бк д” ® 
®=о Ао 


степени п с заданными старшими коэффициентами бо, 91, -.- , 6 
(одного порядка относительно п) 


имеет место на 
(—1, Е 1) неравенство 


отрезке 
| [со | п? 
| Е ($ — четное), 
ой | 
г я о‘ 59 
т м 
| к {11+И 9+4} (+— ноштиое). 
| 
2 


Формула (59) принадлежит С. Н. Бернштейну (1) *. 


$6 
Задачу П для рациональных полиномов легко решить для лю- 
бых п, пользуясь теоремой Ш. Если в уравнении (10) положить 
ск = 3» (К =0,1, ... , $), то уравнение распадется на два: 
С (5) = сопз$ В (5) В (—5) =0, 
Ь.— 0 б,1, 5: бо 
=. ос О 
О (09) 
о 0 ... 0—5 


* Нетрудно убедиться в том, что основные свойства функции ЁР (6), рас- 
смотренной нами в $ 1, сохраняются и в том случае, который рассмотрен в этом 
параграфе. 
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Если же п безгранично возрастает, $ остается конечным и все 


числа 4о, 41, ..., 4; одного порядка относительно п, то при $ чет- 
ном имеем по (53) 


а - Ь. 
а щи, 
5 | Т-> © $ 
при этом 
д 9т-8 12 
о -= 800 (62) 
и 
при $ нечетном имеем: 
$—1 ЗЕЕ 
$—1 5 Ь $—1 толь 
= 9т— 5-1 2 —- 9т—$ 2 4, в 
а, ба (ОИ, (63) 
5 | =! 
О 
О о ое 
при этом 
Е 
ВЕ. о 2 д? 
ИУ Иа} т 41 +ИУ #4}. (64 
Я 


Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА 11’. Даля всякого полинома 


т 
ь 
р. п.— К 
0 (2) = Усьа 
Е =0 
с лепени п, подчиненного условию 


НИ 


ГО — Оч 


- 


1 


имеет место следующее неравенство (при безгранично возрастаю- 


им п, конечном $ и числах 4, 41, ... ‚ 4: одного порядка): 
( в 
п—-$—1,2 1 
- м8». ($ — четное), 
$ 
. ее (65) 
| “1 651 2 
| Ура» дз» в 8—1 
к=0 9% —8—1 Р Г А 5 
114 [+ У& + 4} ($ — нечетное). 


| 


5—1 


Мы вывели теоремы 1’— 1’ независимо друг от друга. Поль- 
зуясь теоремой А, можно было бы одну из них вывести из другой. 
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$7 
Рассмотрим теперь задачу ПГ — о нахождении минимума ин- 
теграла 


1 уд и 
510} = [19 (2)14=, (в) = Ува = УВ И, @), 
А в=0 в=0 
[6] 0 [1 
если заданы старшие коэффициенты 2%, 31, ..., 2з ИЛИ 0%, 01, ... , 03. 


Задачу легко решить при любых значениях п, если воспользо- 
ваться теоремой ПТ. Построим полином 


оф Я (иене [ит (+) |} е(а) в, з=0й, == 6086, (66) 
где полиномы 7 (2) и 7(5) определяются из разложения: 
2) (т (+) =— ИЗ +... +8 ..), (67) 


причем #2 (2) и т(2) имеют вещественные коэффициенты; в таком 
случае имеем: 


10] вое (2)т(2) 40, 2—2. (68) 


Найдем асимптотическое решение нашей задачи: будем считать, 
что п безгранично возрастает, $ остается конечным, и все за- 
данные коэффициенты оу, 1, ..., 0; одного порядка. 

Пусть сперва $ четное; в таком случае имеем по (51): 


В— Зоб р По О 2—0. ь .*. ‚$ —1); (69) 


формула (67) дает: 


72 (2) 2°т (2) (- И и и: (67°) 


К =0 


[2 


это соотношение удовлетворяется, если положить 
8. 
—& О а т (2)? = Пи 1 0 
У=$, 7(2) = Е. [5 (=)? = М =], (70) 
п 
2 = | 
Л 
где =, стремится к нулю вместе с —. 


По формуле “о. имеем: 


$ 


Е р. 
и к паевые (71) 
ий 


= | 


Е 
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Пусть теперь $ неч 
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ное число; по формуле (54) имеем 
=: т 
о 
р 9 — | ны он, $ — 1 | б а 3 (. тр. жи —. У 
г 
Формула (67) напишется таким образом 
8—2 аа 
— 1 - ь 
27т (2) 5 (е) = — 0 Вади — 118—1 НТ (бо Е 26:2)-[ ... (67”’) 
< оп | 
5 
Если |6%|>!0:|, то полином г(5), где 
2 (=) =—#(Ую+ уе)» (73) 
не обращается в нуль в области |2| <= 1; полагая 
$—1 
п? й : 
тео. 
р 
2 
мы удовлетворим соотношению (67); при этом 
8—1 Е 
ты в (74) 
ое 
Если же || = |01|, то о у 


довлетвориятся 


если положить 


=, 195$) 
Ст. 
т: 
= |2 п са о 4 29 
[3 (2)? = = 261 + — {оды}, 2=е 
ил5 1, 5 
2 в 
причем 
ее: 
О ^ Е 


(75) 


я 
Мы приходим к следующей теореме: 
ТЕОРЕМА ПГ. Даля всякого полинома степени п 


0 (=) = 


\ 2, свя" К 
о 
с заданными старшими коэффициентами ву, бт, 


., 03 имеет 


место неравенство (в предполоэжении, что п безгранично возрастает 
$ остается конечным и все заданные коэффициенты одного порядка) 


$ —четное 


$ 


{те |4е > 9" 


(76) 
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8 —нечетное 


[1 [п + 
| РЕ [1 | > | 66|, 
2 , 
[това = 3 ы (76’) 
1 8. 
[9 п <: \? 
нм 


$8 
Рассмотрим, наконец, задачу ГУ, т.е. будем искать (асимито- 


тически) минимальное уклонение от нуля на отрезке (—1,-1 
полинома 


О(®) = Усы = УТ, ©, 
Е=0 Е =0 


старшие коэффициенты которого связаны линейным соотношением: 
$ 


© [0] == № = > обе че == Ч 
в =0 


к=0 


16 [0] | 
Согласно теореме В максимум мт асимптотически в два 


раза меньше минимума интеграла 
т 


по = | 10° 


1 


= 
где полином О@® (5) имеет старшие члены 
а Ть (т) - ... + азТи-(х)- ... 
Пусть все 4, (К = 0, 1,...,$) одного порядка; в таком 
случае, по формуле (53), имеем при $ четном 


$ 
$ 4 5 
= 9%—-— п 2 


ав ^^ (—4) Ч. Пон О (=: 


ее п — со @3 
2 
а при $ нечетном: 
Е! 8—1 8—1 
(—4) 2 3,2 (1 2 оп 2 
а ЕЕ 4, а ^ ее 4%, (78) 
2 р 
. а; . 
п о Оо, 


т 3 


Применяя тот же метод, как в $7, мы приходим к теореме: 
ТЕОРЕМА ТУ’. Для всякого полинома степени п 
У 
О м 
в=0 
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который на отрезке (—1, --1) по абсолютной величине не прево- 
сходит единицы, имеет место неравенство (при безгранично воз- 
растающем п, конечном $ и числах 4%, 4:,..., 4х одного порядка): 


$ —четное 


5 
| № Сь @;—ь 
Е =0 


$5 —Нечетное 


в | 42 
А —. 


я 


| (79’) 
| ее. й тре и (1:), Е а: 


Я | 
| 5 бь 4з—к | = | = = 
К=0 


Эти формулы, дающие асимптотическое решение задачи В. Мар- 
кова, были впервые получены В. Ф. Бржечка (18) иным путем 


Институт математики и механики Поступило 
Харьковского гос. университета. 20. Х1.1936. 
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5. СЕВОМ!МО$. ЗОВ ООЕГООЕ$ РВОВГЁМЕ$ ЕХТВЁМАОХ 
ВЕЗОМЕ 


Т,’ащбеиг сопз1Аёге 1ез ргорг16ф6з ехфт6ша]ез Чез ро1упбшез и1- 
сопот61аиез 4е а !огте 


(0 =Я Узе № к = ба + 23, 


®=0 
её {тоцуе 1ез геаЙопз азутрёоаиез эиуап(ез: 
ТНЕОВЁМЕ А. 50 


во [С1= Я У Льсьь ск = ак + к 
ко 


ипе рюпсийоп Птёате ёреп4аптё 4ез $--1 ртетиегз соерислета$ а’ 
ройтдте @ (9) оётнапа Па сопайтоп 


Й 2т® { 
бу= | 16148 =1; 
рагта 10и$ [е; роупдтез : 


т 
6% (6) = Я ъ сье! ("вв 
в=0 
а сое $ со, си, ... ‚ с; аоппёз, сопзф4ётопз сёша аота ТГёсатё ае 
26то 4апз ГатегоаЙе (0, 2) езё палта[; аотз роит $ сопатщ е 
п — со [е тарроё 4и талтит ае 1а ощеиг афзоше ае ®©&[С] её ае 


сер 6сатё 1еп оетз 5. 


‚ ТНЕОВЁМЕ В. 5 Гёсат ае з6то ап роупбте С (6) аапз 
(0, 2к) пе аёраззе раз Гипиё, 1е гаррогё аи тазлтит 4е 1а ощеиг 
афзоше 4е 9®[С] её аи тиитит ае 1а офеитг ае Гииёстие ЦС®] 


к 
{еп оегз > Роиг $ сопзфата её п- со. 


Еп аррИсап сез \№еогётез аих ро]упбштез А соеН1елетёз гайоп- 
пе] оп фтоцуе ипе ге]айоп азушриоаие епие 1е ргоёше о6пе- 


га!156 4е Когк те её 7010фаге!! её 1]ез ргоётез 4е \У. МатКой © 
5. Вегпе1а. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОБГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ 5СТЕМСЕЗ ОЕ 10855 


С1аззе 4ез зс1епсез Отделение математических 
юаПетайчиез е{ пафиге!ез и естественных наук 


Д. Е. МЕНЬШОВ 


СУММИРОВАНИЕ РЯДОВ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ 
ФУНКЦИЯМ ЛИНЕЙНЫМИ МЕТОДАМИ 


(7/ редставлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


Рассматривается суммирование рядов по ортогональным функ- 
циям некоторыми линейными методами, которые являются частным 
случаем регулярных методов. Доказывается следующее утвер- 
ждение: 

Если задан какой-нибудь метод вышеупомянутого типа, то 
в любой нормированной ортогональной системе можно изменить 
порядок .функций таким образом, чтобы для полученной новой 
системы ряд Фурье от любой функции }(х) с интегрируемым 
квадратом суммировался почти всюду данным методом. При этом 
изменение порядка функций в ортогональной системе зависит 
только от данного метода и от функций, образующих ортого- 
нальную систему, но не зависит от функции } (=), т. е. не зависит 
от коэффициентов Фурье рассматриваемого ряда Фурье. 


$1 


Как известно, линейные методы суммирования расходящихся 
рядов определяются следующим образом. Возьмем какой-нибудь 
бесконечный числовой ряд 

со 
ь2 Ив (1, 1) 
т=1 


и бесконечную матрицу 


@11, @12, @лз, › ав, 
@21, @22, +.-..-. ‚› @2,, 

р (1, 2) 
(11, @12, „--.-.-> ‚› @в, 


Рассмотрим ряд 


со 
уз 1 $, (1, 3) 
К =1 

5* 
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где $ь = Ув. Говорят, что ряд (1,1) суммируется линейным 
п=1 
методом, соответствующим матрице (1, 2), если ряд (1, 3) сходится 
для всех достаточно больших значений + и имеет сумму, которая 
стремится к определенному конечному пределу, когда #-> © 
Этот предел называется обобщенной суммой ряда (1, 1). 
Линейный метод суммирования называется правильным, 


если элементы матрицы (1, 2) удовлетворяют условиям: 
со 


1°. Ряд Уч» абсолютно сходится для всех значений 1, причем 
В=1 


Пт У зв —= И 


2°. Для всех значений $ выполняется неравенство 


со 
ыы 
о [ак] < М, 
ВЕ 
где М не зависит от $. 
Э- Пю ак =0 (и. 2, а 
Во 
Обозначим через ^; максимум величин |ав| (К =1, 2,3, ...) 
при определенном значении 1: 
А 
“/: = шах | а |. (1, 4) 
1<Е<- о 


Мы будем называть линейный метод суммирования методом Т’, 
если элементы аж матрицы (1,2) удовлетворяют условиям 1°, 2, 
а также условию 

и. | \: = 
1—0 

Ясно, что всякий метод Т’ есть регулярный метод суммировз- 
ния, но обратное утверждение не имеет места. Кроме того, легко 
можно доказать, что методы СезАго любого положительного по- 
рядка являются методами Т’ (2). 

Возьмем бесконечную, нормированную систему функций, орто- 


гональных на некотором интервале (а, 5), т. е. систему функций 
{9 (2), 92 (2), --., Фи(®), -.. р = {Фи (1,5) 


* Определение регулярных методов суммирования принадлежит Тоерп&тРу (1), 
который доказал следующую теорему: Чтобы всякий сходящийся ряд сум- 
мировался данным линейным методом и имел обобщенную сумму, равную 
обычной сумме, необходимо и достаточно, чтобы рассматриваемый линейный 
метод был регулярным. 

При определении регулярного метода можно было бы предположить, что 


условия 1°и 2” выполняются только для всех достаточно больших зна- 
чений г. 
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удовлетворяющих условиям: 


ТО, бым СЕЙ, 
| 1, если г =. 


[2] 
| коде = (1,6) 


[? 


Такую систему функций мы будем называть для краткости 
системой ОМ *. Рассмотрим бесконечный ряд 


со 


ъ СФ» (1), (1,7) 
®=1 
где с„ — постоянные величины такие, что 
со 
№ а - (1, 8) 
ПЕ 


Для любых постоянных с» ряд (1, 7) называется рядом по орто- 
гональным функциям. Величины с, называются коэффициентами 
ряда (1,7). 

В настоящей работе мы докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА Г. Если задан произвольный линейный метод 'Т’, то 
в любой системе ОМ (1,5) можно изменить порядок функций ф» (<) 
таким образом, чтобы для полученной новой системы 


{9 (2)} (1,9) 
из условия (1,8) следовала суммируемость данным методом ряда 
> сл ф. „(т) (1, 10) 


п =1 
почти всюду на (а, 6). 
В этой теореме предполагается; что перестановка функций 
в системе (1, 5) Жависит только от данной системы и от метода Т’, 
но не зависит от коэффициентов с»**. 


82 
Прежде чем перейти к доказательству теоремы 1, формулиро- 
ванной в конце $ 1, докажем несколько лемм и одну теорему 


(теорема 11). 


* Это обозначение принадлежит Кас2таг2’у и Б(е!пВамз?у (3). 

** Эта теорема является обобщением одной из теорем, доказанных в упо- 
мянутой выше работе (?) (теорема 3). Формулировка теоремы следующая: 

Если ден произвольный линейный метод Т’ и произвольный ряд по ортого- 
нальным функциям, коэффициенты которого удовлетворяют условию (1, 2), то 
в этом ряде всегда можно переставить члены таким образом, чтобы получен- 
ный новый ряд суммировался рассматриваемым методом почти всюду на (а, Ь). 

В этой теореме предполагается, что перестановка членов ряда зависит 
вообще и от функций % (2) и от коэффициентов св. 
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ЛЕММА 1. Предполагая, что (1,5) есть произвольная система 
ОМ, определенная на интервале (а, 6), обозначим через О„ верхнюю 
границу величин 


7 


„ а 
м ба | ©» (2) ах 
Е=У с 


составленных для произвольных интервалов (с, 4), принадлежащих 
(а, 6), для произвольных целых положительных чисел у, у’, удовле- 


творяющих неравенству п <у< У’, и для произвольных действи- 
тельных чисел ож, удовлетворяющих неравенству 


о 9 = 1. (2,1) 
А=Уу 

Тогда 
ВиО) = 0: (2, 2) 


Доказательство. Возьмем произвольно малое положи- 


тельное число Е и определим целое положительное число р таким 
образом, чтобы 


— 
= <->. (2,3) 
Положим а- (В — а) т —=6., откуда на основании (2, 3) 
ОВ, к (==. (2.4) 


а 


Величины Мо (2) 4х являются коэффициентами Фурье от функ- 
с 


ции, равной единице на интервале (с, 4) и равной нулю вне этого 
интервала. В таком случае, на основании известной теоремы, ряд 


со 


а 
х[| Фи (2) ах |" (2,5) 


п = 


сходится для любых значений с и 4, принадлежащих интервалу 
(а, 5). Следовательно, мы будем иметь 
со 5: о 
На \ | эк) 2 | 0 (2, 6) 
п-хоо 4999 
Е=п+1 65; 
для любых целых чисел ‘$ и {, удовлетворяющих неравенствам 
тезыр, ЧЕ. (2,7) 
Принимая во внимание равенство (2,6), мы можем определить 
такое натуральное число М, что 


у’ [а 


У[ (24| < (2, 8) 


К=у 65 
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для пюбых целых чисел у, у’, удовлетворяющих неравенству М = 
=у< У, и для любых целых чисел $ и #, удовлетворяющих нера- 
венствам (2,7). 

На интервале (а,6) возьмем произвольный интервал (с, а) 
и подберем целые числа $ и { таким образом, чтобы выполнялись 
неравенства: 


д че 0. 1. а Ь,, \ 
‚ (2,9) 
= 0, р. ) 
откуда на основании (2, 4) 
О -с<-, б<ыфа<. (2, 10) 


Если в, — произвольные действительные числа, удовлетворяю- 
щие неравенству (2,1), то на основании неравенства Шварца 
будем иметь для любого интервала (д, 3): 


=У Уч], 
П=» а 


откуда, пользуясь очевидным неравенством 


й 


| >. ов а Хы | ве + 


К=Уу @ Е=Уу @ 
„ ы. а 
+ ® бк ава» | + Ум | фь (1) ах |, 
Вр 5, = 6 
получим: 
Ф а „’ 55 
| р 2 | | 2% (2) 4 | ых 
В=у с В=у С 
+ и У | Е (г) аа |+ и > [ Ч» (2) 4 |". (2,14) 
Е=у 5. К=Уу В 
Величины й Фь (1) ах (Е =1, 2,3, ...) являются коэффициентами 


с 


Фурье от функции, равной единице на интервале (с, 6.) и 
равной нулю вне этого интервала. Следовательно, на основании 
неравенства Бесселя будем иметь: 


У[| Фи (2) аз |= —с (2, 12) 
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и на том же основании 


ат 
У [| 24 | «ы—4. (2, 13) 
К=у 6; 

Сопоставляя (2, 11), (2, 8), (2, 12), (2,13) и (2, 10), получим 
окончательно 


в 
| Ух | ев < 


для любых целых чисел у, у’, удовлетворяющих неравенству № = 
< У,< У’, для любого интервала (с, 4), лежащего на (а, 6), и для 
любых действительных чисел а», удовлетворяющих неравенству 
(2,1). В таком случае на основании определения величины О 
будем иметь: 
и. 

Так как положительное число = можно взять сколь угодно 

малым, то отсюда получается равенство (2, 2). 
СР. 


ЛЕММА 2. Если {$ (2)} есть какая-нибудь бесконечная система 
ОМ, то всегда можно определить натуральные числа ть, положси- 


тельные числа 8, и множества Еь (Е =1,2,3, ...), которые удов- 
летворяют следующим условиям: 

А°. Вьс (а, В), шез Е > —а— (=62,3,...), 

х- 6, 
В®. ;. | Фи (1) @&— Ф. (2) | < а 
Е ет 

С бк би» А (&> 1) 

В. т =1 ТТ (4), 

Е”. и (> 1. 


Доказательство. В силу известной теоремы Гефезаие’а 
равенство 


нь 
аа Ф» (1) 41 = Фи (т) 


выполняется почти всюду на (а, 5), а.в таком случае, на основа- 
Хх В 

нии теоремы Егорова (“), функция — | Фи (1) 4Ё независимого пе- 
х 

ременного 2 стремится равномерно к $, (2) при й-> 0 на некотором 

множестве ЁС- (а, 6), меру которого можно считать сколь угодно 
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близкой к 6—а. Следовательно, для всякого натурального числа т 
и для всякого положительного числа = можно определить мно- 
жество С, лежащее на (а,65), и положительное число 8, которые 
удовлетворяют условиям: 
+0 
в фи (1) 4# — о, (2) |<: ис, (2, 14) 
Хх 
шез@ >в —а—:. (2, 15) 
В этих равенствах число 6 можно считать как угодно малым. 
Кроме того, можно предположить, что для х С. С соответствующие 
точки д-- 6 лежат на интервале (а, 6) 
Положим 
1, Я, — (0,5), 9 = ба. 
Предполагая теперь, что числа т»_1, ди: и множества Е», 
уже определены, и пользуясь условиями (2, 14), (2, 15), в которых 


полагаем = = т = Тл_1, мы можем определить множество Е» 


ра 
Ка? 
и положительное число 0,„, которые удовлетворяют условиям А” 
и В°. При этом число 0, можно взять настолько малым, чтобы 
выполнялось условие С’. 
В силу леммы 1 имеем: 
Пт О, =0 
я ПСО 
и, следовательно, можно определить такое натуральное число та, 
чтобы выполнялись условия 0° и Е’. 
Мы видим таким образом, что для любого значения А можно 
определить числа б,, т, и множества Ё» , которые удовлетворяют 


всем условиям А°, В?°, С°, 0° и Е°. 
ИЕ 


Введем следующее определение. Будем называть какую-нибудь 
систему ОМ функций ©„(2) (п =1, 2, 3,...) системой сходимости, 
если из условия (1,8) всегда следует сходимость ряда (1, 7) почти 
всюду на (а, 5). Докажем лемму, устанавливающую достаточные 
условия для того, чтобы какая-нибудь система ОМ была системой 
сходимости. 

ЛЕММА 3. Система ОМ функций Ф, (т) (Е =1,2,3,... ), опре- 
деленных на (а, 6), есть система сходимости, если можно опре- 
делить положительные числа сь и множества еь, которые удовле- 
творяют следующим условиям: 


Бо а = 28...) 


о и Зь < (>14), 
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:. С Гок ($. ®) < И 
"А 


х 
йе 9 < я (1 
где ®, есть максимум вела ин | | Ф» (04 для всевозможных ин- 


тервалов (с, 4), лежащи ча (а, 5). 
Доказательстве Возьмем какие-нибудь действительные 
постоянные величины С,, удовлетворяющие условию: 


ее. (2,16) 
ЕЕ 


Чтобы доказать лемму, достаточно показать, что ряд 


У скс.) (2, 17) 
= 


сходится почти всюду на (а, 6). 

Так как условие (2, 16) выполняется, то на основании известной 
теоремы ряд (2, 17) сходится в среднем на (а, 6) к некоторой функ- 
ции | (т) с интегрируемым квадратом, т. е. 

ь 


Што | [/(2) — 5. (бр 4 =0, (2, 18) 
К> со 
где 
к 
5» (2) = У С, Ф. (а) *. 
$=1 
Мы докажем, что ряд (2, 17) сходится почти всюду на (а, 65) к 


функции (5). 
Если (о, 3) есть произвольный интервал, лежащий на (а, 6), то 


| ны , 5.0 # < (8— 5 [/ (6) — 5% (2) 46, 


откуда на основании (2, 18): 


В 
и зо | поа (2, 19) 
Вс 
Положим | 
е=П т щЁек. (2, 20) 
Е со 


Из условия 1’ следует, что 


> тез Сек < + оо, 


В =1 


* См. лит. (5) и (6). 
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где Се» есть множество, дополнительное к е, относительно интер- 
вала (а, 5). В таком случае 
тез Се =. тез 1 зир Се, = 0* 


Вс 
и, следовательно, 


тезе = — а. (2, 21) 


Обозначим через е’ множество точек х на интервале (а, 5), в 
которых имеет место равенство 
Е 
4 (аа). (2, 22 
ах ) 
(о 
Известно, что 
тезе’ = — а 
и, следовательно, на основании (2, 21) 
тез (е, е’) = — а, (2, 23) 
где (е,е’) есть общая часть множеств е и г’. 

Мы докажем, что ряд (2, 17) сходится к функции ](2) во всех 
точках множества (е, е’). Предполагая, что х есть какая-нибудь 
точка множества (е, е’), будем иметь: хСе, хС.е’. В таком слу- 
чае, принимая во внимание определение множества е [равенство 
(2, 20)], мы можем утверждать, что существует натуральное число 
Кх такое, что хС.е для всех значений К > А,. Число Ё;, зависит 
вообще от х. 

Если К > А,, то Сер: и, следовательно, на основании ус- 
ловия 3°: 


ХР 
1 | ты а === ГА 
;- ) Ф, (и — Фь (а) | < кат: (<<. @,2) 
Полагая 
ИН: (2, 25) 
© =1 
будем иметь: 
[Си (14,5. (2, 26) 
откуда на основании (2, 24): 
Хо 
вы Е (2) 4: — 5% (2) |= 
Ча 
у г = К, Рав 
< Усы. | Ф, 0 —Ф. (2) < >. (2,27) 
рт А+ 


* Это равенство получается непосредственно из очевидного неравенства 


[®.®) 
пез Иш зар Се, < уз пез, (1,2, 3,.:. 


Вс &=) 
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Принимая во внимание равенство (2, 19), мы можем определить 
натуральное число [>> Ё, вообще зависящее от хи №, для кото- 


рого выполняется неравенство 
Хо Е она 


р \ О т \ 504 <. (2, 28) 


| уч 7 


ЗА 


Кроме того, из неравенства (2,26) следует, что 


ХЕ С: хе. 
Л 
и, | $ 0 = 
+1 Ч 2+1 с 
:. г 
1 х-Е о т ХЕ ба 
Л | . у Ия ти . , 
= а |= р \ Ф, (д а 
Си 2 | С: ь | | - ( ) . Сл м :( ) } 
8=А--1 х $=Е-+1 Хх 


откуда ‘на основании условий 2°, 4° и определения величин ©»: 


Хор, Хоа 
-- | и | 540 а: | = 
бут & Уд 5 
т лы ей 
_Уа У Зе Та 2.29 
Сопоставляя (2,27), (2,28) и (2, 29), получаем неравенство: 
а ИЯ 
и О и (> №). (2, 30) 
х 
Из условия 2” следует, что 
Пт бь+1 — 0. (2, 31) 


В со 


Так как Се’, то из равенств (2,31) и (2, 22) получаем: 


Хоа 


о = (о), 


т - 
Е со “А 
откуда на основании (2, 30): 
Па эк (2) 1 (®). (2, 32) 


> со 


Последнее равенство выполняется в любой точке х множества 
(е, е’), т. е. ряд (2, 17) сходится и имеет сумму ](5) во всех точ- 
ках этого множества. В таком случае из равенства (2, 23) следует, 


что ряд (2, 17) сходится почти всюду на (а, 0). 
МТЗ. 


Принимая во внимание леммы 2 и В. мы можем доказать сле- 


дующую теорему. 
ТЕОРЕМА П*. В любой бесконечной системе ОМ {®„(х)\ со- 


/ 
держится бесконечная система сходимости 1 т, (%)}, и 


* Доказательство этой теоремы дано также в упомянутой выше работе (?). 
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Доказательство. Возьмем какую-нибудь бесконечную си- 
стецу ОМ функций 9, (5) (п =1, 2, 3,...), определенных на неко- 
тором интервале! (а, 6). На основании леммы 2 мы можем опре- 
делить натуральные числа т», положительные числа 5, и множе- 
ства Е», которые удовлетворяют условиям А°, В®, С”, |” и Е? 
этой леммы. 

Из определения величин О„ следует, что 


[0 = 0. р (® = п. 2, 2. а }. (2, 33) 
| а 
где ®„ есть максимум ВотАчИв | Фи (1) а | для всевозможных ин- 


с 


тервалов (с, 4), лежащих на (а, 65). В таком случае, сопоставляя 
(2, 33) с условием Ё,, будем иметь: 


ииомани( 4. (2, 34) 
Кроме того, из условия В” получаем: 


х-+5, 


а' 1 
32 | 9.) 4 — 9, | < ито < | в 


х 
ес, О, 


Неравенства (2, 34), (2,35) и условия А°, С? показывают, что 
функции Фи,(2), числа 0» и множества Е, удовлетворяют всем 
условиям, которым должны удовлетворять функции Ф, (2), числа 
5, и множества е, в лемме 3. Следовательно, на основании этой 
леммы функции о„,(х) (К =1, 2,3,...) образуют систему сходи- 
мости. Так как т. < т, (условие О’), то теорема доказана. 


$3 
ЛЕММА 4*. Для любой системы ОМ {9 (2) } можно определить 
бесконечную последовательность натуральных чисел ть (ть < Ть+, 
К =1, 2, 3,...) такую, что при Е-—> со сумма 


Уно (2) (35) 


пи = 
стремится почти всюду на (а,6) к конечному пределу, какова бы 
ип была последовательность действительных чисел с» (п=1, 2, 3...), 
„довлетворяющих условию (1,8): 


= 


со 


ы 
г. Сы ео, 
ПЙ=1 


* Когда эта работа находилась в печати, я узнал, что лемма & уже была 
доказана Т. Магоикеуйтся’ем (7). Теорема И является непосредственным след- 


ствием леммы 4. 
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Доказательство. Возьмем произвольную последователь- 
ность действительных чисел с„ (п =1, 2, 3...), удовлетворяющих 
условию (1, 8), и положим 


5 (2) = У с. Фи (2). (3, 2) 


П=1 
Лемма 4 будет доказана, если мы определим последователь- 
ность натуральных чисел ть (ть < ть+1, Ё==1, 2, 3,...), зави- 
сящих только от системы { фи (2) } и таких, что 


И бт, (2) (3, 3) 


Во 
существует и имеет конечную величину почти всюду на (а, 6). 
Для системы | Ф» (2) } мы можем определить на основании 
леммы 2 ($2) натуральные числа ть, положительные числа д» и 
множества Е» (К =1, 2, 3,...), которые удовлетворяют всем усло- 
виям А°, В?, (С°, 10° и Е° этой леммы. Мы докажем, что для по- 
лученной последовательности чисел т» предел (3,3) существует и 
имеет конечную величину почти всюду на (а, 6). 


Положим, 
Тут 
ВИЙ У (3, 4) 


и определим величины о„!следующим образом: 


если 
т пота и Ак +0, 
то | 
р я (3, 5) 
если же 
т «п=ти А, =0, 
то 


1 
бл — о. (3, 6) 
у ТТ: — ТЕ 
Величины о„ определены для всех значений п, > пи, т. е. для 
всех значений п>> 1, так как т, =1 в силу условия 10°. При этом 


из равенств (3, 5) и (3, 6) следует, что 


Хлаанаадь, «(ЕД 2, За), (3, 7) 


Рассмотрим функции: 
Та 
(= Х 4% 2. (3, 8) 
п=ту;{1 
Так как, по предположению, функции ф„ (2) образуют систему ОМ, 
то из равенства (3, 7) следует, что функции $».(1) (К =1, 2, 3....) 
образуют такую же систему. 
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Принимая во внимание определение величин А», мы видим, 
что с, =0, если т <п< ть: и А, = 0. Так как т =4, то на 
основании (3, 5) и (3, 8) имеем: 

Та 


Е-1 
х А:$. (= У А, о бт Фи (х == 


п=тз-+1 
т: 


=» У С Фа ( (= Мене (®) = 


п=тз-1 
=6, (2) — с 2 ), (3, 9) 
гле У означает сумму, распространенную на все индексы $ < 
=А— 1, для которых А. р%. Из равенства (3, 9) следует, что 
Не 5„, (2) существует и имеет конечную величину в любой точке х, 
>С 


в которой ряд 


А» Фь (5) (3,10) 


сходится. Поэтому для доказательства леммы 4 достаточно пока- 
зать, что ряд (3, 10) сходится почти всюду на интервале (а, 5). 
Принимая во внимание определение величин А», мы получаем: 


Ту; +1 


У 4 = р хе Уд, 
Г 


К=1 п=иц; 1 п=2 


откуда следует на основании (1, 8), что 


8 


УХ 4ь < +=. (3,14) 


в=1 

В таком случае сходимость почти всюду на (а, 6) ряда (3, 10) 
будет доказана, если мы покажем, что система функций Ф» (т) 
(Е =1, 2, 3,...) есть система сходимости. 

Для доказательства этого последнего утверждения, очевидно, 
достаточно показать, что каждая из систем {Фа ()} (=4, 23: 


и а (2)} является системой сходимости. 
Обозначим через ®; максимум величин [1% (2) 42 для любых 


с 
значений с и 4 на интервале (а, 6). Из определения величин О» 
и из мы (3, 7), (3, 8) следует, что 


| Г (2)4= |= | ЕТ = Ох 


п=ту; +1 


для любых значений с и 4 на интервале (а, 6), откуда 


М (3, 12) 
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Возьмем положительные числа 8, и ‘множества Ё», которые 
были определены одновременно © числами т». Чтобы доказать, 
что система {Фы (2) (1 =1, 2, 3,...) есть система сходимости, 
достаточно показать, что функции фо (2), числа 85: и множества 
Е удовлетворяют всем ‘условиям 1°, 2°, 3°, 4° леммы 3 ($ 2), 
если их подставить в эти условия на место Ф» (2), ок и 6». 

Числа ть, 8, и множества Ё» у нас были определены таким 
образом, чтобы для них выполнялись все условия А°, В°, С°, 0° 
и Е®, перечисленные в формулировке леммы 2. На основании 
условия В° этой леммы имеем: 


х-621 ] 
1 1 
ге ) фи (1) 41 — Фь (2) | < (212: тит | (3, 13) 
апт 2-Я, о. 3. ох ). | 


.Далее, из равенства (3,7) следует, что |0и|=<1 для п>1, 
откуда на основании (3, 13) и (3,8): 


: х-5э1 у 
ы} 0 @ — 66) |= | 
2 с 
Тана х--651 ‹ 
1 В (3, 83) 
< Хе | ой 


ее) 
Из определения чисел ть (условие 0° леммы 2) следует, что 
792т-4-1 < Та-1, если 1 <г<[— 1, откуда на основании (3, 44): 


в“ \\ 
к | а — 4 | < 


^ 
95 


( =г=—<1— 1, С Ех, Рай, 8: 544 


= 
52 


(3, 15) 


——-— 


) 


т. е. мы получили условие 3° леммы 3. 


Принимая во внимание неравенство (3, 12) и условие Е° лем- 
мы 2, получаем: 


ге 0 0 
ты 5 95 
051 = Ом, о = о? (3, 16) 
откуда заключаем, на основании определения величин @®,, что 
условие 4’ леммы 3 также выполняется. Наконец, из условий 
А° и С? леммы 2 получаем: 


Е С. (а, 6), шез Е; > — а ве >8 а - } (3, 47) 
) 
(1=1,2,3, ...), 
бы Зы Зв, ы<<т (>14, (3, 18) 


т. е. мы получаем условия 1°и 2° леммы 3. 
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Мы видим, таким образом, что функции фь, (1), числа ть, бы и 
множества Ё; удовлетворяют всем условиям леммы 3 и, следователь- 
но, на основании этой леммы система | Фы (дб З: 3) 
есть система сходимости. Рассуждая таким же образом, можно 
доказать, что система Фа (%) } (1=1, 2,3, ...) обладает тем же 
свойством. В таком случае {$ (%)} (Е = 1, 2, 3....) является систе- 
мой сходимости и, следовательно, ряд (3, 10) сходится почти 
всюду на (4,6), а тогда предел (3, 3) существует и имеет конеч- 
ную величину почти всюду на (а, 65). Так как числа ть зависят 
только от системы {0„(1)} и так как ть < та (Е =1, 2, 3, 5); 
то лемма 4 доказана. 


$4 

Доказательство теоремы Г ($ 1). Возьмем произволь- 
вую систему ОМ функций 9,(2) (п =1, 2, 3, ...), определенных 
на некотором интервале (а, 6). На основании теоремы 1, доказан- 
ной в $2, мы можем определить возрастающую последователь- 
ность натуральных чисел т» (Е =1, 2, 3, ...), зависящих только 
от функций ©, (2) (п =1, 2,3, ...) и таких, что система т, (2)} 
является системой сходимости. Обозначим через о: (1 = 1, 2, 3, ...) 
все натуральные числа, перенумерованные в возрастающем по- 
рядке, которые отличны от чисел т» (Ё =1, 2,3, ...). Рассмотрим 
бесконечный ряд 


Уно, @), (4, 4) 
1=1 


где 6; — произвольные действительные постоянные числа, удовле- 
творяющие условию: 


2. (4, 2) 
1=1 
Положим 
1 
т (2) = У, (1). (4, 3) 
8=1 


На основании леммы 4 ($ 3) мы можем определить возрастаю- 


щую последовательность натуральных чисел Е В 
зависящих только от функций Ф,, (х) и таких, что т (1) суще- 


ствует и имеет конечную величину почти всюду на (а, Ь), како- 
вы бы ни были постоянные числа 6, удовлетворяющие условию 
(4,2). Последовательность чисел [; зависит только от функций 
о, (=) (п=1, 2,3, ...), так как числа ру зависят только от этих 
функций. 


ИМЕН, Серия математич., № 2 
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Так как каждая из функций 9„(2) конечна почти цсюду на 
(а,В), то для любого значения ] мы можем определить положи- 
тельное число [; и множество С;, которые удовлетворяют сле- 


дующим условиям: 


р 
< Га, |< Г, Бтах | Ф,, (2) | < 5 (С С;, (4,4) 


1<;<й 
1 р 
СО, тез С; > 6 —а—з. (4,5) 

Ясно, что числа Г; и множества С; зависят только от функ- 
ций Фи» (2). 

Рассмотрим теперь какой-нибудь определенный линейный ме- 
тод Т’, соответствующий некоторой матрице (1, 2). В дальнейшем 
мы будем обозначать этот метод через То. Мы докажем, что в си- 
стеме {т (2)} можно изменить порядок функций $9„(7) таким об- 
разом, чтобы для полученной новой системы (1, 9) 


\ и (+) } 


из условия (1,8) 
Уа< + 
®=1 


следовала суммируемость методом То ряда (1, 10) 

со 

Ус, (2) 

п=1 
почти всюду на (а, 6). При этом изменение порядка функций 
Фи, (2), которое мы выполним, будет зависеть только от этих функ- 


ций и от метода То, но не будет зависеть от коэффициентов с». 
Положим 
М1 = Шах 1, (4, 6) 
158< < 


где \; есть величина, определяемая из соотношения (1,4). При- 
нимая во внимание условие 4° (определение методов Т’), мы полу- 
чаем: 
Пир, (4, 7) 
1—0 
Определим две последовательности натуральных чисел Аш: (= 
—=1, 2, 3, ...) следующим образом. Положим прежде всего м 
= 5, =0. Предполагая затем, что числа А;1 и д: уже опре- 
делены, и принимая во внимание равенство (4, 7), мы определим 
на 
столько большое натуральное число А;, чтобы выполнялись не- 
равенства: 


А Ар Ти, 14 уь < - (4, 8) 


Н й у 
а основании условия 2” (определение методов Т’) ряд >. [ал | 
к=1 
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сходится для всех значений 1. В таком случае, предполагая 
число А; уже фиксированным, мы можем определить настолько 
большое натуральное число и;, чтобы выполнялись неравенства: 


х 1 ; 
ман, 6:5 <, (4,9) 
где 
3; = шах У ал. (4, 10) 
114; Вы) 


Начиная с чисел 4, =^, =0, мы можем определить, таким 
образом, натуральные числа А; и 4; для всех значений = 
—=1, 2, 3, ... При этом неравенства (4, 8), (4, 9) и равенство (4, 10) 
выполняются для всех значений ]>>1. Ясно, что числа А; и |4; 
зависят только от функций Ф,„(х) и от метода То. 


Полагая 
Ю=0, = А-В В! (= 1, 2, 3, ...), (4, 11) 
получаем из неравенства [;_, < [ и из первого неравенства (4, 9): 
ы;< и < № (7 и 1, 2, 3, *” ). (2, 12) 
Кроме того, принимая во внимание равенство [, =0, имеем: 
3 
Уш-ш =. =Ь. (4, 13) 
1=1 
Определим теперь последовательность натуральных чисел 
УЗО со (4, 14) 
следующим образом. Если п удовлетворяет одному из неравенств 
ш<п= Ем, (=1,2,3,...), (4, 15) 
то мы положим 
Уи = 8 (4, 16) 
где 
= | —- ппц |. 17) 


т. е. если п возрастает, принимая последовательно все значения, 
удовлетворяющие неравенствам (4, 15), то соответствующее значе- 
ние у, принимает в возрастающем порядке все значения, содер- 
жащиеся в последовательности 


В (4, 18) 
Далее, если п удовлетворяет одному из неравенств 
6 < п = = и (= 1, 2, 3, 30 ), (№ 19) 
то мы положим 
| Уп = Тв, (4, 20) 
где р 
7—1 
К= № (мы — Ш) тп Ь— №, (4, 21) 


225 Д. Е. МЕНЬШОВ 


т. е. если и возрастает, принимая последовательно все значения, 
удовлетворяющие неравенствам (4, 19), то соответствующее зна- 
чение у, принимает в возрастающем порядке все значения, .на- 
ходящиеся в последовательности 


А о (4, 22) 
Так как м, =0, то числа у, определены для всех значений 
п =1, 2, 3, ..., причем каждое целое положительное число встре- 


чается в последовательности (4,14) один и только един раз, 
т. е. последовательность (4, 14) получается перестановкой членов 
из последовательности натуральных чисел 1, 2,3, ..., п, ... При 
этом очевидно, что числа у„ зависят только от функций ©,» (5) 
и от метода То. 

Возьмем ряд (1, 10), где с„ — какие-нибудь постоянные числа, 
удовлетворяющие условию (1,8). Для доказательства теоремы 1 
достаточно показать, что данный ряд суммируется методом То 
почти всюду на (а, 6). Не уменьшая общности теоремы, мы можем 
при этом предположить, что 


со 
ее (4, 23) 
п =1 
Положим 
ба == Сп, о. Е 0, (4, 24) 
если п удовлетворяет одному из неравенств (4, 15), и 
се — 0:65 =. (4, 25) 


если п удовлетворяет одному из неравенств (4, 19). В таком 
случае 


в (4, 26) 
Мы докажем, что каждый из рядов 
У с» (2) (4,27) 
р п=1 
>, Сп Фьь (2) (4, 28) 


й=1 


суммируется данным методом То почти всюду на (а, 65). Отсюда 
будет следовать, что ряд (1,10) обладает тем же свойством. 
Рассмотрим ряд 


бл Фи, (5), (4, 29) 


)= К 


р 
— 


Где бк —си, причем п определяется из равенства (4, 24). Сопо- 
ставляя равенства (4, 24), (4,25) и (4,20), мы видим, что ряд 
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(4,28) получается из ряда (4, 29), если к этому последнему ряду 
добавить некоторые члены, равные нулю. При этом из равенства 
(4, 23) следует: 


У Е — 1. (4, 30) 


Мы знаем, что функции ош, (2) (Е =1, 2, 3, ...) образуют си- 
стему сходимости. В таком случае, принимая во внимание (4, 30), 
мы заключаем, что ряд (4,29) и следовательно, ряд (4, 28) схо- 
дится почти всюду на (а, 6). Так как всякий метод Т”’ есть регу- 
лярный метод суммирования, то отсюда следует, что ряд (4, 28) 
суммируется методом То почти всюду на (а, 6). 

Докажем теперь, что ряд (4,27) суммируется почти всюду на 
а, 6) данным методом То. Полагая 


А 
Е Хе фи, (2), (4, 31) 
мы получаем на основании (4, ом и (4, 25): 
Ч! [об 
5, (г) = № У,» (®) + Уно (“<= в), (4,32) 
1=1 П=шы-1 п=ыу-1 
о Е 
ее (4, 33) 
$=1 пЕрЕЕ 


Если К удовлетворяет неравенству ц; < А < цу, то, принимая во 
внимание (4, 13), мы получаем: 

а АША -ЬШ=Ь. (4, 34) 
Кроме того, если п удовлетворяет неравенству м < п = в [не- 
равенство (4, 15)] и $ определяется из равенства $ = И п — щь 
то у, = о:[равенства (4,16) и (4, 17)]. В таком случае равенства 
(4, 32) и (4, 33) можно и в следующем виде: 


1 41 


5» (1) = Х Хе (2 Уч ы (ш<А= в), (4,35) 


Я Е =1;.-|1 
лей =: ГА, 
7 и 
5, (2) =Х Хе, 9, (1) (ША). (4, 36) 
ЕЕ 
Положим 
1 
2 (2) = > с, Фр, (2), (4, 37) 


откуда на основании (4, 35) и (4, 36): 
5% (2) = 21(2) (шо А= о» [= НЕ), (4, 38) 
5% (2) = 2: (2) (<= щу). . (4, 39) 
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Из равенства (4, 23) следует, что 


У. =! (4, 0) 


=1 


а в таком случае, принимая во внимание определение чисел [;*, 
мы можем утверждать, что Ит 21,(7) существует и имеет конечную 


5-5 
величину Ф(х) для всех значений д на (а, 6) за исключением, 
быть может, множества меры нуль, т. е. 


Нм 21,(2) = $ (2) (4, 41) 
1=> < 


для всех значений х, принадлежащих некоторому множеству Ё, где 
ЕС (а, 5), шез Е = — а. (4, 42) 
На основании (4, 40) и (4, 41) ряд 


р Увы (4, 43) 


1-1 
сходится в среднем к функции Ф(2), причем Ф(х) есть функция 
© интегрируемым квадратом на (а, 6)**. Тогда 

С 


Шиа | 22) —9(р4г = 0 


и, следовательно, 


со 


ь 
У 


откуда на основании (4, 40) 


а 
Возьмем числа /[,, которые были определены выше [см. нера- 
венства (4, 4)], и обозначим через С; (7 =1, 2, 3, ...) множество 
точек х на (а, 6), для которых выполняется неравенство: 


Г) 
[$ (2) [< (4, 45) 
Сопоставляя (4, 44) и (4,45), имеем: 


тез С; = —а— 8, 
7 
* Числа 1; были введены при рассмотрении суммы (4, 3). 

** В самом деле, ряд (4, 43) сходится в среднем на интервале (а, 6) к не- 
которой функции с интегрируемым квадратом, т. е. последовательность 
функций й,(2) (1=1, 2, 3, ...) сходится в среднем к этой функции. Но 
последовательность функций м (2) (7=1, 2. 3, ...) сходится почти всюду на 


(а, 6) в обычном смысле к функции $ (5); следовательно, ряд (4, 43) должен 


сходиться в среднем к функции $(х), причем эта функция должна быть 
с интегрируемым квадратом. 
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откуда на основании второго неравенства (4, 4): 


тез С: >—а—-: О-о 000 (4,46) 


2 


Обозначим через С; общую часть множеств С; и С;, где С; есть 
множество, которое было определено одновременно с числами 
[4 (см. (4,4) и (4,5) ], т. е. 

Принимая во внимание (4,5) и (4, 46), получаем: 
" 5 
шез СС; < т 
и, следовательно, 
тез 1т зар СС; = 0. 


1-> со 

В таком случае, полагая 

310 101 С; =С, (4, 48) 

1 со 
будем иметь: 

СС (а, 6), шезС = ф— а. (А, 49 
Из равенства (4, 23) получаем 
[С | < 1 


и, следовательно, на основании равенства (4,37) будем иметь 
длязяс 6: : 


шах 
1<1<, 


1, 
Ге -Н Фе) 1] = У теь, 19, (1-11 


< вах |5, (2)|+1$(@) |. 
1<$5< 


В таком случае, принимая во внимание равенство (4, 17) и опре- 
деление множеств С;, С; [см. (4,4) и (4, 45)], будем иметь: 


пах [ | 21 (2) | Е $ (2) 1 < (С 6}. (4, 50) 


На основании (4, 42) и (4, 49) получаем: 

(Е, С) С- (а, 5), шез(Е,б) = —а, (4, 51) 
где Е есть множество точек на (а, 65), в которых выполняется 
равенство (4, 41). Докажем, что ряд (4, 27) суммируется методом 
То во всех точках множества (Е, С) и имеет сумму, равную $ (2). 
Рассмотрим ряд 


со 
а 
о авэь (5), (4, 52) 
В =1 
где 5, (5) определяются из равенства (4, 31) и а являются элемен- 
тами матрицы (1,2), которая соответствует данному методу То. 
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Утверждение, которое нам нужно доказать, можно формулировать 
следующим образом: 

Для любого 2С_ (Е, С) ряд (4,52) сходится при всех доста- 
точно больших значениях + и имеет сумму, которая стремится 
к пределу $Ф(5), когда 1-—> хо. 

Предположим, что С (Е, С). В силу условия 1° ($ 1, опре- 
деление методов 7”) предыдущее утверждение будет доказано, 
если мы докажем, что ряд 


ах |. [5 (2) — $ (2) | (4,5. 


сходится для всех достаточно больших значений $ и имеет сумму 
которая стремится к нулю, когда #—> со. Положим 


(а) = У [мы | 15.) — Ф@)|, (4,54) 
Крут 
=; (х)=тах |7,(5) —$(х)|. (4, 55) 
15$ -со 


По предположению, точка х принадлежит множеству (ЕЁ, С) и, 
следовательно, множеству Ё. В таком случае, из равенства (4, 41) 
следует, что 

Пт =; (2) = 0. (4, 56) 
2 со 


Кроме того, так как ХСС, то на основании (4,48) существует 
натуральное число ]», зависящее вообще от х, такое, что 


226: 0>№) (4,57) 


Рассмотрим свойства функции 0:;(2). Мы будем иметь на основа- 
нии (4,54), (4, 38) и (4, 39): 


й 


95(4) = С | бак | [21 (2) — $ (2) | 
К=ВУИ 
а 
+ [2 (+) — $(2)|. № | ак | , (4, 58) 
К=ру-+1 


где индекс [ зависит от А и определяется из равенства 1 = В - 

- А — м. При этом из (4,34) следует, что для рассматриваёмых 
значений [ выполняется неравенство 

:<1=1. (4, 59) 

Па основании первого неравенства (4,8) натуральные числа 

^, возрастают вместе с г. Так как ^, =0, то каждому значению 


:=1, 2, 3, ... сооответствует определенное значение г, для кото- 
рого выполняется неравенство 


ана (4, 60) 
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В дальнейшем мы будем считать число # настолько болышим, 
чтобы для соответствующего значения г выполнялось неравенство 
т—1 — (4, 61) 
Если г удовлетворяет неравенству (4,60) и если ]==г или 1 = 
=/р— 1, то на основании (4, 61) и (4,57) С С7, а в таком слу- 
чае, сопоставляя (4, 58), (4,50), (4, 59) и (4, 55), будем иметь: 
ы И 
ви 1. У [|+ в(2). У |981. (4, 62) 
ВЕН Ар 
Принимая во внимание определение чисел ^; [равенство (1, 4)], 
условие 2” (определение методов Т’) и первое неравенство (4,4), 
мы можем написать: 
01 (1) = Гли (55 — №) + М +в; (2) = 
< Рё (ву — №) -Р М-=; (2), (4, 65) 
где М есть постоянное положительное число, которое входит 
в Условие 2”. Далее, из равенств (4, 6), (4,11), из неравенства 
(4, 60) и из первого неравенства (4, 9) мы получим: 


- == и м; — У = [= = =. Мт— 1, (А, 64) 


откуда на основании (4, 63) и второго неравенства (4, 8): 


ву(2) < + М5 (2) (1=г—1 или ] =7Т). (4, 65) 
Предположим теперь, что, } > г. Принимая во внимание (4, 61) 
и (4,57), будем иметь: С.С; , откуда на основании (4, 58), (4, 59) 
и (4, 50): 
Му 
в; (2) < Г, 2 [аж |. (4, 66) 
ВЕДУТ 
Из неравенства (4, 60) получаем: 
<, (>79 (4,67) 
и, следовательно, на основании (4, 66), (4,9) и (4, 10): 
(а) = <-; >”. (4, 68) 


Рассмотрим еще случай, когда / <г—1. Принимая во внима- 
ние (1,4), (4,6) и (4, 60), будем иметь: 
а 


а в таком случае из неравенства (4, 58) получаем: 


в (е) = т,, [ Хи) — 1+ 12.48) — Фи ВЯ | (4,69) 
) 


К = 
(= Абв). 
На основании (4,57) из равенства (4,61) следует, что ХС. С„.. 
Так как все значения [, входящие в правую часть неравенства 
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4, 69), удовлетворяют неравенству (4, 59), то, сопоставляя (4, 69) 
и (4, 50), будем иметь: 
6а (2) < 1, (ма — в) (<т—\). (4, 70) 
Во всех наших рассуждениях мы предполагаем, что х есть 
любая точка’ множества (ЕЁ, С). Из равенства (4, 54) и неравен- 
ства (4, 68) следует, что ряд (4,53) сходится в рассматриваемой 
точке х для всех значений 1, для которых соответствующее зна- 
чение г удовлетворяет неравенству (4, 61). Иначе говоря, ряд 
(4, 53) сходится в рассматриваемой точке х для всех доста- 
точно больших значений $. Обозначая через Т;(х) сумму этого 
ряда, мы будем иметь: 


1) = Ув ) Е зи-1 (2) + вы (2) + У вн (т). (4,71) 
)=т-1 
Докажем, что 
о. Гао. (4, 72) 


1—0 
Принимая во внимание неравенство (4, 70) и равенство 4; =0, 
будем иметь: 


У ря ен ох (уча — №) = Дита. (4, 73) 
Из определения числа г следует, что 
НР оо (4, 74) 
1—0 


а в таком случае из неравенства сх; (2) > 0 и второго неравенства 
(4, 8) следует, что 


в Ух би (2) = 0. (4, 75) 
Из неравенства (4, 65) получаем: 
91,18) < + М в 1 (2), 
дн, (2) <= +М. =), 
откуда на основании (4, 56) и (4, 74): 
Пт 0:,›—1(2) =0, Им о (1) = 0. (4, 76) 


1 © 1—> со 


Кроме того, из неравенства (4, 68) будем иметь: 


Узы (2) < : 


=т-1 
и, следовательно , 


а > би (<) =8), (4, 70) 
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Сопоставляя (4, 71), (4,75), (4, 76) и (4,77), получаем равен- 
ство (4, 72). 

Таким образом мы доказали, что в любой точке х, принадле- 
жащей множеству (Ё, С), ряд (4,53) сходится для всех доста- 
точно больших значений 1 и имеет сумму, которая стремится 
к нулю, когда #- со. Как мы уже видели, отсюда следует, что 
ряд (4, 27) суммируется методом То в рассматриваемых точках х 
и имеет сумму, равную $ (5). Принимая во внимание (4, 51), мы 
отсюда заключаем, что ряд (4,27) суммируется данным методом 
То почти всюду на интервале (а,65). Мы уже видели, что ряд 
(4, 28) обладает тем же свойством. Следовательно, ва основании 
(4, 26) ряд (1,10) суммируется данным методом То почти всюду 
на (а, 5). Теорема Т доказана. 


Математический институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 20. 1. 1937. 
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О. МЕМСНОЕЕ. ЗОВ Гл 50ОММАТГОМ 0ЕЗ ЗЕВТЕ$ РЕ ЕОМСТТО № 
ОВТНОбОМАГЕ$ РАВ ОЕЗ МЁТНОРЕ$ ГМЕАТВЕ$ 


ВЕЗОМЕ 


Ге аб 4е сеф опугазе езф 4е абтопётег ип \богёште зиг Та зот- 
шайоп 4ез з6ез 4е ТопоМопз отб Вобопаез раг 4ез пз{№о4дез Ппае- 
азгоз. Варре!опз $006 Ч’аБога 1а Ч&Ни!лот @4е сез шёВо4ез. Ефапф 
4оппвез пре з6те 1пме дае]сопаие 


У И (1) 
п=1 


еб ипе шайтасе ше 
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| 11, (1э, @1з, ‚› Ч, 
51, 55, 23, ‚› а2в, (2) 
Е 
| Ч 1, 12, (13, › ь, 
е0п51А6гойз а з6ме 
(®®) 
Уа» $ (3) 
в =1 
й: 
` <“ . „_. р 
О $А — № и, .Оп 4% чае 1а з6ме (1) езф зошта е раг 1а шёТо4е 
т=1 


Ппбате дЕЙйше & Га14е 4е 1а тайчсе (2), з1 1а зёме (3) сопуегое рог 
фолбез 1ез уа!еигз 4е + зиМзаттепф отап4ез её роззё4е папе зот- 
ше 41 {еп уетз ше ПшИе Ише, мет ЧЕегииаее 1отзаае #- со. 
Га уа|епг 4е сейе ПшЦе езф, раг а6бтаЙ от, 1а зошше сбпбгаПз6е 
де 1а з6ме (1). 

Оп 41 ао’ипе шео4е Ппбаше ез$ гбоп]16ге, 31 1е5 6]6 еп 
4е 1а шайлсе (2) убтаЙетф 1ез соп4Ийотз элуапфез: 


1°. Га зете У сопуегое аЪзоапепф ропг $01%ез 1ез уа|еигз 
4е г её я | 
Пт У Ав == № 
ЕЕ 
р. № [а |< М 
ой М пе а6врепа а. в 
я __ ЕЕ о) 


501% -: 1е тахииат @4е 40$ 1ез потагез |а| рог пе уаейг 
Ихе Че в, 
^{: = мах [ак |. (4) 
1<А< + 
№3 461пегоп$ раг Т’\още шбеМо4е Ипбаше рог 1адаеПе 
1ез 616 тлепбз ак 4е 1а шайчее (2) убмИеть ]ез сова лопв И ЬеЬ 
а1351 1а сопф оп 
о Пт ^\& = 
: 1 с 
П е56 с1аат чае фоще шёо4е Т’ ез6 ипе тёбТо4е гёрчИеге, 
та1з ]а ргорозИюоп гбетргофие п’ез раз угае. О’а1Пеигз И ез% 


* Га Ч6Й оп 465 тёо4ез г6оаНёгез езё де & М. Тоериа (1). 
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{асе 4е уойг дие 1ез тб6То4ез 4е Сезёго Че фоиё огаге роз зоп{ 
Чез шёТо4ез 7’ (2). 
Зо 
1 (0 } = { 91 (2), 9а(#), --., Фа (т), ...} (5) 
цуп зузбете погиб 4е ГопсИопз ог озопаез зиг ип ИцегуаПе (а, ), 
©’е3{-А-Чате 
ь. 
= 
| оо { ео 
а 
Зшуапф М. М. $. Каситаги её Н. ЗешВацз, поиз 961ещегой$ ип 
$21 зузбёте раг ОМ. Оп ре 45топфгег 1е Ивогёте зи1уатё: 
ТНЕОВЁМЕ 1. Ёп 40ппёз ип зуяете ОМ агФигалте (5) е 
ипе те!ойе диесопдие Т’, оп реиё 1оироитз ерестиег аапз се $у5- 
те ип спапзетет 4е Готате 4ез ]опейоптз ае 1е1 фасоп дие роит 


4е поиреай зуяёте { 9„„ (=) } атзу обепи, 1а зёте 


№ Ст в. (+) 


®=1 
ой зотта Ме раг1а те по4е Т' сопзз4ёгёе ргездие ратоийё 4апз (а,6), 
ой с, (п=1, 2, 3, ...) зот 4е; сопуатез аззирейлез а ипе зеще соп@ опт 


= 
Уа< +. (6) 
п =1 
Рапз 1а автопятайоп ае се 1отете И фам зе зегиг Ф’ип 
{етте её 4’ип 11ёотёте 4отф 1е$ 6попсё$ зотё [ез зилфатз. 
ГЕММЕ *. Езат аоппё ип зувте ОМ атфиталте (5), оп реш 
Аегтатег ипе зиие столззате ае потфтез епиегз её рози\] ть 
(3 18 90 
т» 
Ию 2 сп ®л (т) 
00 п=1 
едлз1е её роззё4е ипе ошеиг рпле ргездие ратоит @апз (а, 6), ой 
с, (п=1, 2, 3, ...) 30104 4е$ сопзфатез аззирейез @ ипе зеще 
сопайлоп' (6) **. 
ТНЕОВЁМЕ П. Сйадие зувте ОМ трть сопиет ипе рагие 
тртле 94, ез1 ип зуете 4е сопуегвепсе. 


* Репдап* Че сеф опугазе зе фгоцуай 501$ ргеззе, ]’а1 аррг!з чае се 1ет- 
те ауаЦ, 666 а6]А абтогигё раг М. Магониеуся (7). №е Иботёте И ез% 
ипе сопзв6аиепсе пптб6@афе 4е се 1етте. 

*ж* Моиз атоп$ да’ип зузете ОМ аие]сопаце 4. (=) } езф ип зуз$ё те 
4е сопуегвепсе, 1огзаме 1а сопд1оп (6) епташе фощоцтз 1а сопуегрепсе 
де 1а з6е 


со 
У. Сп 9 (2) 
ПЙ=1 
ргезайе рагёют& 4апз (а, 5). 
Га а6Йп! оп Ча зузте 4е сопуегвепсе, аз! аие 1а абтопзтаЙоп ди 
{пботёте Ш зе 4тоцуеп% аиз31 Чапз Гоцугаве с146 р!аз Вам (2). 
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зи и. мех А <!9 И мы И А д и ч\{ и Оо АЕ 
ЗИ ИЛИ 3 АЕ: Час Я Е К.В мк Я ВАЗИ 


пит у 0 $ \ у г > в _ 
ме: ‚мы дно ЗАа Г г г мы от фи ь 
п ЕН би мы д и А НИ 
и ие + (4 г 
* й ‚ 
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# й 

И А ГУ ром у. д ми 
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аи. № у Я 
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\ ИК = \ Ув М О мик 14) УФЫ рей Ра мя | 
АЙ № ры к у \ 
х > с и 4. ме 


их р = и, а И ( 14 У уе в ИТ . . 
и з 


„4 } й 
\ пр ы 


| 9 Ц. ы) вы ори мула, мч Я Вы „> 


4 Г МИ И му 1 Го ‚„маоВ 
ВА Г и ме № 


у 
№. 
х ыы 


| И Ты БИН: 6 = 2 1” 
Че ” дей Ро 4$ Уи И же ы 


НР” каб 
ТТК п У [09 зим ия 
#9 о а ен м 50 У 

4 ЭК фе ие 3 
ту дд | 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОБГЕТ1М ОЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ БЕ 1/0 855 


С1аззе Чез зс1епсез `Отделение математических 
та{ПетаИдиез е{ па$иге|ез и естественных наук' 


П. С. НОВИКОВ 


О ВЗАИМООТНОШЕНИИ ВТОРОГО КЛАССА ПРОЕК- 
ТИВНЫХ МНОЖЕСТВ И ПРОЕКЦИЙ УНИФОРМНЫХ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ДОПОЛНЕНИЙ * 


Работа посвящена выяснению условий, при которых А»-мно- 
жество является А.-множеством. 

Установлено, что проекция на ось ОХ всякого СА-множества, 
не имеющего совершенного ядра ни на одной прямой х=соп5&, 
есть всегда А,-множество. Кроме того, установлено, что всякое 
А›-множество есть проекция СА-множества, пересекающегося пря- 
мыми х=с01$6 по В-множествам. 

Установлена связь рассматриваемой проблемы с проблемой 
мощности СА-множеств, а именно: если существует А›-множество, 
не являющееся А,-множеством, то всякое несчетное СА-множе- 
ство имеет совершенное ядро. $ 

Для проблемы мощности СА-множеств получена следующая 
редукция: Если у всякого несчетного СА-множества всегда су- 
ществует конституанта, имеющая не менее двух точек, то суще- 
ствует и совершенное ядро. 

В моей предыдущей работе (!) я рассмотрел класс множеств, 
являющихся проекциями униформных аналитических дополнений. 
В частности, мною было установлено, что этот классе совпадает 
с классом проекций конечноформных аналитических дополнений. 
После этого естественно возникает вопрос о том, что представ- 
ляет собою класс проекций счетноформных аналитических допол- 
нений? Методы предыдущей работы не позволяют выяснить, со- 
впадает ли этот класс множеств с классом проекций униформных 
аналитических дополнений. В настоящей работе я доказываю это, 
причем применяемый здесь метод дает возможность доказать сле- 
дующее: проекция на ось ОХ любого плоского аналитического до- 
полнения, пересекающегося с каждой прямой, параллельной оси 
ОУ, по множеству, не содержащему совершенного ядра, является 
в то же время проекцией однозначного аналитического дополнения. 

Далее установлено, что вопрос о соотношении класса проекций 


униформных аналитических дополнений и второго класса проек- 


* Доложено на заседании Группы математики Академии Наук СССР 
22 декабря 1936 г. 
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тивных множеств связан с проблемой мощности аналитических 
дополнений, именно: из гипотезы, что существует проективное 
множество второго класса, не являющееся проекцией никакого 
униформного аналитического дополнения, вытекает, что каждое 
несчетное аналитическое дополнение имеет мощность континуума. 
Множества, являющиеся проекциями униформных аналитических 
У| дополнений, мы будем назы- 
вать ради краткости А›-мно- 
‹ествами. 
В дальнейшем мы неод- 
ке нократно будем опираться 
на следующую лемму: 
ЕП ЛЕММА 1. Пусть С есть 
# элементарное решето, а (х)— 
/р2 индекс * этого решета в точ- 
ке х. Всегда существует ре- 
1 


о - >  \щето С, индекс которого 
равен “©. 
Е Доказательство. Рас- 
смотрим решето С. Пусть 
‚ т»... будут интервалы этого решета. Мы можем предполо- 
жить, что к каждому из этих интервалов примыкает сверху прямо- 
угольник, не содержащий никаких других интервалов этого решета. 
Подобное решето мы будем называть изолированным. Прямоуголь- 
ник, примыкающий к интервалу г„, обозначим через Р„. Обозна- 
чим через С„ часть решета С, находящуюся под интервалом т». 
Проведем внутри каждого прямоугольника ФР, счетное число от- 
резков прямых, параллельных и равных г», стремящихся к верх- 
ней стороне этого прямоугольника. Пусть это будет последова- 
тельность Гилл, Гио, ... ‚ Гив, -.. (причем Гиа есть ги). 


Совокупность всех интервалов г»х есть изолированное решето; 
обозначим его (\. 


| 
1 
| 
т 


В 


Обозначим через Р,„, прямоугольник, примыкающий сверху 
к интервалу тик и не содержащий других интервалов решета С*. 
Преобразуем часть плоскости, лежащую под элементом г», в пря- 
моугольник Р»к таким образом, чтобы абсциссы точек при этом 
не менялись, а ординаты изменились с сохранением взаимного 
порядка. Обозначим это преобразование ** И»„». Совокупность всех 
образов интервалов гу, которые получатся от всевозможных пре- 
образований И,„,, присоединим к решету С\; мы получим новое 
изолированное решето (?. Применяя описанный процесс к ре- 


* Индекс решета в точках А-множества мы считаем равным 9. 
** Преобразование И», имеет вид: 2, =х, у: = (4). 
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шету С?, мы получим решето (>. Вообще, применяя этот процесс 
к решету С”, получим решето С"+1. 
Введем следующие обозначения: 


расе 


Пусть В., В), Ва суть части решет С, е © расположенные 
на прямой х — а. 

Обозначим через бь, 5ь, 5. части множеств В. Ви В. 
для которых у < 6. 

Мы покажем, что решето С удовлетворяет требованию леммы. 
Итак, нам надо показать, что индекс решета С в точке х есть 
0”, если индекс решета С в той же точке есть &. Доказательство 
будем вести методом трансфинитной индукции. 

Рассмотрим точки оси ОХ, для которых индекс решета С есть 41. 
Пусть а есть такая точка. Тогда множество Ва, очевидно, имеет 
тип ®. Множества В* В3,... будут совпадать с Вё так как под 
единственной точкой множества В. никаких прямоугольников 
Рик нет, и, следовательно, новые интервалы, которые получаются 
в решетах С?, С3,... только посредством преобразований Иль, не 
будут пересекать прямую х = а. 

Итак, для 9 =1 высказываемое утверждение верно, каково бы 
ни было изолированное решето С. 

° Допустим, что а есть любое число первого или второго класса 
и что для всех меньших чисел и любого решета С высказываемое 
утверждение верно. Рассмотрим точку а, для которой В. имеет 
тип а. 

Г случай: а есть число второго рода. Тогда В. не содержит 
своей верхней грани, но содержит последовательность точек (а, 61), 
(а, 6.),..., (а, 6»), ..., где 8; < Ь:41, стремящихся к его верхней гра- 
ни. Пусть Ти, › Гл, › ---зГлр --. — Интервалы решета С, проходящие 
соответственно через точки (а, 6,), (а, 65), ..., (а, бы 

Рассмотрим решета Сл, Си,, сем С 1 С, есть часть 
решета С, расположенная под интервалом г„, а С», часть ре- 
шета С, расположенная под интервалом т»,. 

Нетрудно видеть, что С», получается из С»; точно таким же 
процессом, как решето С из решета С. С другой стороны, мно- 
жество ба, имеет тип 8;, меньший 0; тогда, согласно сделанному 
предположению, 5оь, имеет тип 9”. Но Им 8; = & и, следовательно, 
Пт 0% = ©*, т. е.. тип Во есть %^. 

П случай: а есть число первого рода. Тогда В. имеет са- 
мую верхнюю точку, пусть это будет 9(а, 6). Пусть интервал 
решета С, проходящий через точку 9, будет Та. Тогда, как 


ИМЕН, Серия математич., № ® / 
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и в предыдущем случае,. тип хножества боь, согласно предполо- 
жению, будет равен @”—1, так как тип 6оь есть а — 1. Рассмотрим 
прямоугольники Ро1,Ра»,...,Раз,... Обозначим через ра; интервал, 
являющийся пересечением прямоугольника Р.: и прямой х—а. 
Часть множества Ва, расположенная в интервале ра;, есть ото- 
бражение б.ь посредством преобразования Иа, так как, во-первых, 
каждая точка множества 5.ь принадлежит некоторому В, и, сле- 
довательно, В"*" будет содержать ее отображение в ра:; во-вторых, 
интервал ра; содержит только точки множества Ва, которые являются 
отображениями точек 5бь при преобразовании Из:. Кроме точек, 
являющихся отображениями точек множества 5баь на интервалах 
Ра. нижних концов интервалов ра; и самого множества баь, на пря- 
мой х = а больше точек решета С не имеется, так как ф есть самая 
верхняя точка решета С на этой прямой, и над ней никаких дру- 
гих прямоугольников вида Р»ь, кроме указанных выше Ра, нет. 

Но тогда множество В. состоит из множества бов и из счет- 
ного числа ему подобных, расположенных в интервалах ра:, иначе 
говоря, тип В. есть “1. = @". 


м Е 


Для дальнейшего нам необходимо сделать два замечания отно- 
сительно ‘некоторых свойств трансфинитных чисел и решет. 

1. Легко видеть, что трансфинитные числа типа ©” обладают тем 
свойством, что если 


о -- 8. ЕЕ а»-- В», 
то 
В, = В». 

Нетрудно также видеть, что трансфиниты рассматриваемого вида 
обладают еще таким свойством: если а. + а. -|... ан = В, - В» -- 
+... +В и, кроме того, а>а,>... >, то в. = В, а, = 
ы- 8», ...) и — Ви. 

Отсюда вытекает, что для любых трансфинитов ©“ мы будем 
иметь: если 


01° ба... бп -- 91° ба... * бт-а --... Е 01 = Ву Ва... * Ва -- 
[@ | 
- Вл - В+ Вы - .-. Е 8 
то В1- В+... = 01 0а°....04 для всякого числа $ от 4 до п. 
Отсюда вытекает, что 9 = Ви, дз = В», ..., Я = Ви. 
Говоря иначе, выражение 


01° бо. ... * бы -- 1 * бо... била... 1, 
где все а„ суть числа типа 6*, вполне определяет числа в, бо, ..., ат. 
2. Пусть мы имеем п аналитических дополнений Е, Е», ..., Е», 
причем ЕЁ; определяется решетом С;. Индексы этих решет мы будем 
предполагать в дальнейшем числами вида 0“, что возможно на 
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основании леммы 1. Ясно, что пересечение Е, .Е.....-Е„ ана- 
литических дополнений, заданных решетами С\, С.,..., С„, может 
быть определено решетом, состоящим из суммы решет С1, С., ..., С/, 


расположенных одно над другим, и таких, что С; подобно С;. 
Обозначим эту сумму решет С*. Трансфинитный индекс решета С# 


в каждой точке аналитического дополнения Ё, Е». ... - Е, будет 
равен сумме индексов решет Ст, С$,...,С», или, что то же, решет 
С, С., ....С,, причем суммирование ведется в том порядке, в ка- 
ком решета С» расположены одно над другим. Покажем теперь, 
что множество Е, .Ё»›.....Е„ можно определить решетом С** таким, 
что индекс решета С*”, в каждой точке множества Е, .Е,.... . Е», 
равен произведению индексов решет С\,С., ..., Си. 


Рассмотрим счетную совокупность прямоугольников (1, [., ..., 
и, ... 60 сторонами, параллельными осям координат, не имеющих 
попарно общих точек и таких, что верхние стороны этих прямо- 
угольников (так же, как нижние) образуют решето, подобное С». 
Такое множество прямоугольников, очевидно, существует. В каж- 
дом из прямоугольников [; расположим совокупность прямоуголь- 
ников [51, 12, ...,[и›..., Подобную части решета С,„_1, расположен- 
ной в полосе, ограниченной прямыми, составляющими продолже- 
ния сторон прямоугольника [,, параллельных оси ОУ. Таким же 
образом мы определим совокупности прямоуголь ников 


В ь} 2922 | |, и ы 


В каждый прямоугольник /:,..„, Мы впишем решето, подоб- 
ное части решета С,, расположенной в полосе, ограниченной про- 
должениями сторон прямоугольника [:,:,..„_., параллельных оси 
ОУ. Это решето состоит из счетного числа отрезков, которые мы 
будем обозначать: 

О 12282 О, по би 

Совокупность отрезков #::,...„ образует решето. Очевидно, что, 
во-первых, это решето определяет Е, . Е» -....Е» и, во-вторых, индекс 
этого решета в точке ху равен произведению индексов решет Ст, 
С.,....С». Сопоставляя это © тем, что сказано раньше относительно 


суммирования решет, мы можем утверждать, что для решет Ст, 
С., .... „Си существует решето С„, определяющее Е\ - Ез-... Ев и та- 
кое, что индекс решета С» в точке ху есть 


в. (20) - а (о) - -.. * бт (2) - ва (20) * @з (Хо) + -.- * би (о) Е... Е 9 (хо), 


где в. (ло)— индекс решета С; в точке 1%. 
Пусть Е, разбивается при помощи решета С, на конституанты 


{Е!з} , Е’.—на конституанты { Ев} ит. д., Е» разбивается ре- 


шетом С, на конституанты {Елз}. 
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Покажем, что множество Е. -Е»-...Еп разбивается решетом 
С„ на конституанты, совокупность которых представляет собою 
совокупность всех множеств вида 


в А 


Решета 6, С.,....С»„ мы можем считать попарно без равных 
индексов. 

Рассмотрим какую-нибудь конституанту множества Е. . Е›-...-Е». 
Ее индекс есть число вида 


В. - Ва... - Ви Е В, - бо... < Вала ЗЕ зе Ва (*) 


Выражение (*) вполне определяет числа 81, 3.,..., 8,. Отсюда 
следует, что каждая точка рассматриваемой конституанты входит в 


Елз, - Езв, * -.- - Ваза + 


Обратное положение очевидно. Итак, каждая конституанта мно- 
жества Ё, -Е›:...-Ё„ есть пересечение конституант множеств Ё\, 
Вест Е: 

Рассмотрим теперь любое пересечение конституант 


Елв, - Ев, -... > Ель. 


Каждой точке этого пересечения отвечает индекс решета С»: 
й С в п [6 
аа 
Следовательно, каждая точка множества 
ы Ел, - Езз, 5 5 Ааа 


принадлежит конституанте множества ЕЁ, -Ё.-...: Е, © индексом 


о. 
еж 

ЛЕММА П. Пусть дано некоторое аналитическое дополнение 
Е, разбитое на конституанты Ез, и некоторое совершенное мно- 
ожество Р, пересекающееся с какдой конституантой индекса, 
не превышающего в., не более как по счетному множеству и имеющее 
точки на Е.„. Тогда существует счетное число аналитических до- 
полнений ©л1, Оз, .-., Оп» -.-, принадлежащих множеству Е, разбитых 
определенным образом на конституанты @&з и таких, что по 
крайней мере одна из конституант &з пересекается с Р по 
одной и только одной точке, которая в то же время прина- 
длежит Е. 


Ни множества 6 ни ит конституанты @з не зависят ни 
от выбора совершенного множества Р, ни от числа в. 
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Доказательство. Пусть Е— некоторое аналитическое до- 
полнение, С— решето, его определяющее, и Р—совершенное мно- 
жество, содержащее точки некоторой конституанты Е, и пересе- 
кающееся с множеством ЕЁ, + ЕЁ, -... + Е, не более, как по счет- 
ному множеству точек. Мы можем предположить, что индексы 
решета С имеют вид @”. Пусть 


О р ооо О (1) 
совокупность интервалов решета С; 


21, 22 +: :5 Оп) +-- (2) 


совокупность интервалов с рациональными концами, содержа- 
щихся в интервалах решета С. Обозначим через С, часть решета 
С, расположенную под о, а через С» решето, определяющее то же 
С А-множество, что и С„, и имеющее в точке х трансфинитный 
индекс ®', если С» в этой точке имеет индекс т: 

Е»„ есть аналитическое дополнение, определяемое решетом С» 
на интервале П, (2) *; Е; и Е», суть конституанты Е», опреде- 
ляемые решетами С, и С. 

Мы имеем: 


Ел: —= И 
Рассмотрим всевозможные множества вида: 
р . И и Р . А о т, в, * ЯВ, нь Етув, 


где п, по, ....П,„— произвольные целые числа, а В, 3, ..., &— числа 
первого и второго классов. Покажем, что по крайней мере одно 
из этих множеств с1а1тзет6. Предположим противное. Тогда Р.Е. 
не есть с]аалтзетё, и мы можем найти два интервала [1 и [, без 
общих точек, содержащих точки Р.Е... Пусть ги, и г,,— интервалы 
последовательности (1) с наименьшими индексами, проекции кото- 
рых на ось ОХ содержат соответственно точки множеств 1 .Р.Е, 
и 5: Р.Ё,. Тогда мы можем найти два интервала рт, И 2шт,, ©0- 
держащиеся соответственно в г, и т„, и такие, что Пух (т,) СИ, 
Пу (2т.) С 45, Пь (эт,) содержит точки множества 2-Е, а Но) 
содержит точки множества [.. Р.Е и П; (9, ) - Пх (2т,) = 0. 

Среди множеств [1 .Р.Е.-Ешв, и [6-Р-Е.-Ет„з, найдутся, 
очевидно, не пустые. Пусть 1. Р-Е.-Ешз, не пустое множество 
с наименьшим индексом 3, и [5-Р.Е.-Ет,зв, не пустое множество 
с наименьшим индексом 3›. Оба эти множества будут в силу гипо- 
тезы не с|а1тзетб. Тогда мы можем выбрать четыре интервала 


попарно без общих точек: 


1, 12, т, 155 


хо* ПА) есть проекция А на ось ОХ. 
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так, что 
[1 и 112 С Пх (0т,), а 15 и 152 С Пх (2т,) 


и, кроме того, 1, и 1. содержат точки множества Р.Е, - Емт,в,, 
а [1 и [5 содержат точки множества Р. Е, - Ем,в,. 

Далее мы возьмем четыре интервала Ти, Га, Ги, Гл Последо- 
вательности (1), отличные от ти, И Г„,, © наименьшими индексами, 
из тех, проекции которых содержат соответственно точки мно- 
жеств: 


11 РЕ Еж. в, --., ва °Р + Ва - Ет,в,. 
Из этих интервалов выделим интервалы д,, Ота, Оть, бт, Такие, что 


[111 ЭП} (2т.), (12 — Пх (9та), 5: ЦЕ (9т,), 12 2 Ца (2т.) 


и, кроме того, П, (0т,) содержит точки множества [1, -Р. Ех: Еж,в, 
ид. 
Далее очевидно, что среди множеств 
1: -Р-Е, - Ет,в, ` Ет.в. 
найдутся не пустые. Возьмем из них то, у которого индекс 5. 
наименьший. Таким же образом определяем множества: 


1. -Р- Е - Ев, < Ежи» ++, Р.-- Ва Виыв, -тевь- 
Подобным же образом мы можем определить интервалы 


п, 11, ооо 1,55 


и соответствующие множества: 


1: -Р - Ва. Ет, в, х Етьв я Етлв, ; ...› 522 *Р.ЕВа- Ет 8 


м Етьве : Ет, 3, * 


а 


Рассмотрим множество 


со 
а 
Нн= У | лее ие 
Я 


Е =1 


Ясно по построению, что Н содержится в Р, кроме того, Н есть 
совершенное множество. Покажем *, что Н содержится в 
Е + Е, +... + Е. 


Рассмотрим любую точку множества Н, например 


ВИ, В, +. Би 


7 
Пусть В‘ есть прямая, перпендикулярная оси ОХ и прохо- 
дящая через точку й; интервалам (;,, (;;,,... согласно построению 


* См. лит. (?). 
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соответствуют интервалы решета Гр, 7Тр,, ..., Гр»... причем р < 
< < до 

Покажем, что прямая В” пересекает решето С только по этим 
интервалам. 

В самом деле, пусть В" пересекается еще с некоторым интер- 
валом Та, не принадлежащим системе интервалов г»; тогда суще- 
ствует такое целое число $, что рр << ри: 1. Но тр,, есть интер- 
вал с наименьшим индексом, отличный от интервалов Гр, › Гр, +--у Гр 
и такой, что его проекция покрывает точки множества 


1. 1,..3% ; Е ы Ва з Е, у Ед, - Еду, 


Точка й является, очевидно, предельной к этому множеству, 
так как оно имеет точки во всех последующих интервалах 
1; ),.выз::: Следовательно, проекция интервала р. тоже покры- 
вает точки данного множества. Отсюда 4 = рии. 

Покажем теперь, что В"-С есть множество вполне упорядо- 
ченное, имеющее тип, не превышающий &. Пусть ар,, @р,, „-., ри»... 
ординаты точек В.С, причем а», есть ордината точки А”. тру. 
Точке а», поставим в соответствие порядковый тип “». Пусть 


а» >@р,. Возьмем некоторую точку с ординатой ар, так, что 
. 


Ра > Рь,, Ри.. Тогда, если точка х, принадлежит множеству 
1... 24 .Р. Ев * Ед, ь Еч,т, --Вудр 


то прямая х—=х, пересекает решета С, си Су, по вполне упо- 
ь, ь, 


рядоченным множествам типа “в, и \».. Но так как В® = 
г 2 

х й о Е 

РЭ; °С, то к, >\»,. Это значит, что последовательность орди 


1 


нат а», отражается подобно на совокупность порядковых чисел. 
Следовательно, А".С есть множество вполне упорядоченное; 
кроме того, все числа ^»ь не превышают & и поэтому тип В’. @ 
тоже не может превышать &. Таким образом, точка #й принад- 
лежит одному из множеств Е, 1, ..., Е, и, следовательно, 


НС ЕЕ, у. ... Е Е... 
Но это есть противоречие, так как 


ИЕР 


по предположению—множество счетное. 
Итак, мы доказали, что по крайней мере одно из множеств 


Р.Е., Р.Ез- Епьв, - Еп,в, - -.- * Втувь 
есть множество с]а1гзетб. Пусть это будет множество 


Р. Е : Ето а Ета, ея Етдац- 
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Очевидно, мы можем из каждого интервала р»; выбрать интер- 
вал ог; так, что проекция его содержит одну и только одну точку 
1, множества 


Р.Е. - Ета, > Ета, ° --- * Втщаь 
и притом одну и ту же для всякого $ = 1, 2, 3, ..., Е. Но тогда 
Р.Е.- Ева, < Вуд, > ---`баь 


будет состоять только из одной точки 2%. 
Рассмотрим теперь всевозможные множества вида: 


о 


где :— любое целое число. 
Множества этого типа мы можем представить следующим образом: 


о, Е о 
В а зав 
ео Е ПЕ а. ее 


ИЛИ 
“ + + 
№ Ев, - Ру,в, * Ед,в, * --- * оз," --- 


ВоВаВ2...Вх... 


Но числа В;, для которых множества Е; 


; не пусты, суть 
числа вида 4”. Поэтому существует такое разложение множества 
Е.Е -Ец,-...`Ед, в котором конституантами являются сами 
множества 
+ + + 
Е, * дв, * зв, .-. ` Еф, 
Но множества 
РАТЬ + + 
Е. Ет,л, * ---* Етьь == Ви" Е а, *-- в 


и, следовательно, представляют собой конституанты аналитического 
дополнения 


АО 


Итак, одна из конституанэтого множества имеет на Р одну 
и только одну точку и эта точьа входит в Е„. Обозначим множества 


ит 
через [< так что последовательность 


©,, ©, Зои ос 


содержит все такие множества. Обозначим множества 


+ + 
Е* в ы ый ооо. 5 Е иуовь 
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через фл, так что совокупность множеств {©} состоит из всех 
конституант множеств {&;}. Эти обозначения совпадают с теми, 


которые приведены в формулировке леммы. 
У ИЕ 


Сделаем одно замечание по поводу проблемы мощности анали- 
тических дополнений. Допустим, что существует некоторое анали- 
тическое дополнение, лишенное совершенного ядра. Пусть Е будет 
подобное линейное аналитическое дополнение, оно разбивается 
при помощи некоторого решета С на конституанты Е=Е, Е, + 
а. ‚ где все множества Ёз не более как счетные. 

Пусть а — номер любой не пустой конституанты; тогда для 
этого числа а мы можем применить доказанную нами лемму, 
причем в качестве совершенного множества Р возьмем ось ОХ, 
где расположено Е. 

Итак, существует счетное число аналитических дополнений 
Фо Фр.» Ом => › Ваданных решетами Сл, С. ..:, Сь зижак, что 
по крайней мере одно, например фа, имеет некоторую конститу- 
анту Фа«,, состоящую из одной и только одной точки множества Ё.. 
Но тогда найдется такое множество @,, которое будет иметь Ж, 
различных конституант, каждая из которых состоит из одной 
и только одной точки. 

Рассмотрим пространство ОХУЙ. Пусть на оси ОХ располо- 
жено множество ф› и в плоскости ОХЙ — решето С», его опре- 
деляющее; проведем через каждую точку решета С, прямую под 


углом т к оси ОХ. Совокупность этих прямых образует некото- 
рое пространственное решето СЪ. Проведем также через каждую 
точку решета С, прямую, параллельную оси ОУ. Получим не- 
которое пространственное решето С,. Пусть М множество тех 
точек плоскости ОХУ с ординатой, не равной нулю, в кото- 
рых индекс решета С»] равен индексу решета @: М есть анали- 
тическое множество. Обозначим через П.(М) его проекцию на 
ось ОХ. Рассмотрим множество 


Н=СП, (М). ©. 


Пусть а есть точка @,, принадлежащая некоторой конститу- 
анте Ё,, причем эта конституанта содержит еще другие точки. 
В таком случае прямая, проходящая через точку’ а и параллель- 
ная оси ОУ, будет содержать по крайней мере одну точку 6, 
в которой индекс решета Съ тот же самый, что и в точке а, 
т.е. 3. Но так как индекс решета С, в точке 6 тот же, что 
и в точке а, то Ь принадлежит множеству М и а принадлежит 
П.(М) и не принадлежит Н. Наоборот, если конституанта, со- 
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держащая а, других точек не содержит, то ва прямой, м 
ной оси ОУ и проходящей через точку а, кроме ее самой, нет 
точек, в которых (С имеет тот же индекс, что и в точке а. Но 
тогда П.(М) на данной прямой не имеет точек с ординатой, от- 
личной от нуля, и, следовательно, а входит в СП» (М) и в в 

Итак, множество Н представляет собою совокупность всех тех 
точек, каждая из которых находится в соответствующей консти- 
туанте множества @р в единственном числе. Мы можем предста- 
вить множество Н следующим образом: 


Н = 6»: { СП; (М) -6ь} = (Фь бы + ... + 6+ ...). 
Я 


где @»з — конституанта фь, определяемая решетом Сь, а Н. — кон- 
ституанта Н, определяемая каким угодно решетом. Мы знаем, 
что тогда множество Н можно разложить следующим образом на 
конституанты: 


> 
Н = >, © ы Ну, 
1582 
причем конституантами этого разложения будут не пустые мно- 
жества © Ну и только эти множества. Однако всякое не пустое 
множество Ехв - Ну состоит из одной и только одной точки. 

Итак, множество Н несчетно, лишено совершенного ядра 
и разбивается на конституанты, состоящие из одной точки 
каждая. 

После этого мы можем сформулировать следующую редукцию: 
если для любого несчетного аналитического дополнения и для лю- 
бого решета, его определяющего, ‘найдется конституанта, содер- 
сащая более одной точки, то тогда каждое несчетное аналити- 
ческое дополнение содержит совершенное ядро. 

Введем следующее понятие. Пусть С есть пространственное 
решето, определяющее на плоскости ОХУ аналитическое допол- 
нение Ё. 

Мы будем называть точку Р плоскости ОХУ точкой един- 
ственного индекса решета С, если Р принадлежит Е и яв- 
ляется единственной точкой пересечения прямой, параллель- 
ной ОУ, и некоторой конституанты множества ЕЁ. 

ЛЕММА ИГ Множество точек единственного индекса есть 
аналитическое дополнение и может быть униформизировано ана- 
литическим дополнением. 

Доказательство. Обозначим множество точек единствен- 
ного индекса решета С через 0. Доказательство того, что 0 есть 
аналитическое дополнение, может быть сделано аналогично тому, 
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которое я привел для леммы о точках трансфинитной единствен- 
ности в моей работе (1) *. 

Пусть С есть пространственное решето, определяющее множе- 
ство 0. 

На основании предыдущего мы можем определить множество И 
таким решетом К, конституанты которого состоят из всевозможных 
не пустых пересечений конституант 0 и Е. Но на каждой прямой, 
параллельной оси ОУ, каждая конституанта множества Ё содер- 
жит не более одной точки множества И, следовательно, каждая 
конотитуанта, определенная решетом К, на каждой прямой, 
параллельной оси ОУ, будет состоять из одной точки. Отсюда 
вытекает, что на каждой прямой, параллельной оси ОУ и 00- 
держащей точки множества И, найдется одна единственная точка 
с минимальным индексом. На основании леммы Т предыдущей 
работы (*) совокупность этих точек с минимальным индексом— 
точек трансфинитной единственности—есть аналитическое допол- 
нение, которое в данном случае униформизирует множество 0. 
Это последнее множество мы будем называть множеством 
точек относительной трансфинитной единствен- 
ности множества ЁЕ. 

ТЕОРЕМА Т. Всякое плоское СА-множество, для которого на 
каждой прямой, параллельной оси ОУ и пересекающей данное мно- 
эжество, конституанта наименьшего индекса не более как счетна,— 
проектируется на ось ОХ в множество А.. 

Доказательство. Пусть С есть плоское аналитическое 
дополнение, удовлетворяющее условиям теоремы. Пусть С есть 
пространственное решето, его определяющее, и пусть Со, Су, ... 

., Си, ... ... конституанты множества С. Применим нашу лемму 
к любому не пустому множеству Р®С., где Р“® есть прямая, 
Х =1%, а Хь принадлежит проекции С. Здесь условия леммы вы- 
полнены, так как Р%, играющее роль совершенного множе- 
ства Р в лемме, пересекается с С и, следовательно, по крайней 
мере одна из конституант С имеет на 2“ конечное или счетное 
множество точек, и все конституанты С., если & < 3, имеют на 
Р^° не более счетного числа точек. 

Итак, существует счетное число плоских аналитических до- 
полнений 41, ©, ..., 6» -.. таких, что для каждого Р.С; 
найдется по крайней мере одно множество @„, которое имеет 
некоторую конституанту @„.„,, состоящую из одной точки мно- 
жества Р”.С.. Рассмотрим множество Г, точек относительной 
трансфинитной единственности для ©„. Очевидно, это множе- 

* Вся разница состоит в том, что вмэсто множества А в предыдущей 


работе надо рассмотреть другое множество, где трансфинитные индексы и х’ 
равны между собой. См. (1), лемма Г. 
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> С 
ство будет не пусто, так как на прямой Р’° оно имеет точку. 
Проекция Г», на ось ОХ содержит точку 4%. 
Подобное рассуждение мы можем провести для каждой точки 
оси ОХ, принадлежащей проекции С. Мы получим счетное число 


униформных СА-кривых Ги, [м,, -.-, [ть :.., буУмма проекций 
которых есть проекция множества С. Но множество 
И 


как известно, на основании доказанной нами ранее теоремы 
может быть униформизировано при помощи СА-кривой. Пусть 
это будет Г. Очевидно, кривая Г, униформизирует множество С. 
Отсюда непосредственно следует, что проекция множества С вхо- 
дит в класс 4.. 

Е а 

Следствие. Каждое плоское С А-множество, пересекающееся 
прямыми, параллельными оси ОУ, не более как по счетному мнозисе- 
ству точек, проектируется на ось ОХ в А»>-множество. 

Каждое 45-множество разбивается на Ж, В-множеств. Есте- 
ственно назвать конституантой номера « 4,-множе- 
ства проекцию конституанты номера ох того уни- 
формного СА-множества, которое проектируется 
в данное 4.-множество. Относительно плоских 45-множеств 
мы докажем теорему, являющуюся аналогом теоремы Т. 

ТЕОРЕМА П. Плоское А›-мноэжество проектируется на ось 
ОХ в А,-множество, если на каждой прямой, параллельной оси ОУ 
и пересекающей данное множество, конституанта наименьшего 
индекса конечна или счетна. 

Доказательство. Пусть Н есть плоское А,-множество, 
расположенное в плоскости ОХУ и удовлетворяющее условиям 
теоремы. Пусть С — поверхность в пространстве ОХУЙ, являю- 
щаяся СА-множеством, унифермная относительно параллелей к 
сси ОЙ и проектирующаяся в Н. 

Пусть С четырехмерное решето, расположенное в простран- 
сле ОХУЙТ, определяющее С и разбивающее его на конституанты 
С.. Согласно предположению, в каждой плоскости, параллельной 
плоскости ОУЙ и содержащей точки множества С, найдется не 
пустая конституанта номера 8, имеющая в данной плоскости не 
бслее, чем счетное число точек, так же, как и всякая конститу- 
анта С., где д < В. 

Мы мсжем преобразовать посредством В-преобразования про- 
странство ОХУЙТ в пространстве ОХУ,7, так, что плоскости, 
параллельные ОУй, перейдут в прямые, параллельные оси ОУ’; 
прямые, параллельиые оси ОТ, перейдут в прямые, параллель- 
ные оси 07;, и ось ОХ перейдет сама в себя тождественно. Тогда 
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множество Н перейдет само в себя, множество С перейдет в пло- 
ское СА-множество С., проектирующееся в Н. Решето С перейдет 
в пространственное решето С:, определяющее на плоскости ОУ, 71 
аналитическое дополнение С,. Конституанта С. перейдет в кон- 
ституанту С\„, причем, если С. не более, как счетно, на некото- 
рой плоскости, параллельной плоскости ОУЙ, то С.„ не более, 
как счетно, на соответствующей прямой, параллельной оси ОУ.. 

Итак, мы видим, что множество С, удовлетворяет условиям 
предыдущей теоремы и, слецовательно, его проекция, т. е. Н 
есть А>-множество. 


й 


та 

Следствие. Каждое плоское А.-множество, пересекающееся 
с прямыми, параллельными оси ОУ, не более как по счетному 
множеству точек, проектируется на ось ОХ в А,-множество. 

К этому мы присоединим еще одно замечание, которое нам 
понадобится дальше. 

Пусть мы имеем плоское А›-множество, которое на каждой 
прямой, параллельной оси ОУ, не имеет совершенного ядра. 
Тогда вопрос о том, будет ли данное А›-множество на этих пря- 
мых счетно или несчетно, в настоящее время открыт. Но незави- 
симо от этого подобное плоское множество удовлетворяет усло- 
виям теоремы П. 

Каждое плоское А5-множест®о, не имеющее на прямых, парал- 
лельных оси ОУ, совершенного ядра, проектируется на ось ОХ 
в А.-множество. 

ЛЕММА ТУ. Пусть Е, и Е, плоские аналитические дополне- 
ния, а С, и С определяющие их решета. Множество ТУ всех 
тех точек (4) плоскости, для каждой из которых всюду на 
прямой х=х, индекс решета С превосходит индекс решета Су 
в точке (ху), есть аналитическое дополнение. 

Доказательство этой леммы содержится в моей статье (3). 

ТЕОРЕМА ПГТ. Всякое А.-множество, расположенное на оси 
ОХ, может быть получено как проекция плоского аналитического 
дополнения, пересекающегося с каждой прямой, параллельной оси 
ОУ, по В-множместву. 

Доказательство. Пусть @« есть линейное 4›-множество, 
расположенное на оси ОХ, а Е аналитическое дополнение, рас- 
положенное в плоскости ОХУ и проектирующееся в ©. Пусть 
(С пространственное решето, определяющее Ё. Мы можем пред- 
положить, что решето С расположено под некоторой плоскостью Р, 
параллельной плоскости ОХУ; присоединим плоскость Р к решету 
С, получим новое решето С”, которое определяет то же аналити- 
ческое дополнение Ё, но в каждой точке (ту) множества Ё 
индекс решета С’ на 1 больше индекса решета С. 
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Применим теперь предшествующую лемму следующим образом. 
За множества ЕЁ, и Е, леммы примем одно и то же множество Е, 
за решета С, и С, примем соответственно решета С и С”. 

Очевидно, на Каждой прямой х=4 множество У леммы ПУ 
состоит из точек конституанты наименьшего индекса множества Ё, 
и поэтому пересечение множества У и этой прямой есть В-мно- 
жество. ` 

С другой стороны, на каждой прямой х=5%, содержащей 
точки множества Ё, по крайней мере одна из конституант не 
пуста. Отсюда следует, что проекция У есть множество Ё. 

А, 1 


ТЕОРЕМА ТУ. Всякое А,-мноэжество, содержащееся в некотором 
А.-мноэжестве и обладающее тем свойством, что минимальный 
индекс в каждой точке данного А»›-множества не превышает ин- 
декса в той же точке указанного А-множества, есть тоже 
А›-мноэжество. 

Доказательство. Пусть < и Е множества соответствен- 
но типа А, и 45, удовлетворяющие условиям теоремы. Пусть 
С аналитическое дополнение, проектирующееся в ©, а Н уни- 
формное аналитическое дополнение, проектирующееся в Е. Мы 
можем предположить, что ф и Е расположены на оси ОХ, Н рас- 
положено в полосе 0 < у<1, а С в полосе 1 <у< 2; присоеди- 
ним еще одно множество С1, расположенное в полосе 2 <«у<3 
и полученное смещением вдоль оси ОУ множества С. 

Далее, мы можем предположить, что решета С1, С, С., опре- 
деляющие соответственно Н, С и С,, находятся в пространствен- 
ных полосах 90<у<1, 1<у<2, 2<у< 3, причем решето С., 
определяющее (С,, получено смещением вдоль оси ОУ решета Сь, 
определяющего С. Тогда все три решета С\, С. и С. могут быть 
объединены в сдно решето С, определяющее аналитическое до- 
полнение 


Небо: 


Отберем на каждой прямой, параллельной оси ОУ, точки 
трансфинитнсй единственнссти мнсжества О. Полученное мно- 
жестЕо обозначим через ПИ. Множество П. есть аналитическое 
допслнение; оно целиксм содержится в множестве Н. Но точно 
так же точки множества Н такие, что прямая, параллельная 
оси ОУ, через них проходящая, содержит и точки множества 
С, не принадлежат множеству И. Отсюда следует, что ИП содер- 
жится в Н и проектируется в Е— ©. Тогда множество Н — 0 
будет проектироваться в.мнсжество 0. Но множество Н — И есть 
разность двух аналитических дополнений, и поэтому входит 


О ВЗАИМООТНОШЕНИИ МНОЖЕСТВ А, и А: 247 


в класс А5-множеств. Следовательно, множество < есть А>-мно- 


жество. 
Ч ПД. 


Относительно класса А5-множеств остается открытым весьма 
существенный вопрос о взаимоотношении этого класса с классом 
А›-множеств. Естественно было бы думать, что класс А, много 
шире класса 45, но пока из приведенных теорем мы видим, что 
все известные свойства А45-множеств оказываются в точности 
такими же, как и А4.-множеств, так что возникает предположе- 
ние о том, что эти классы совпадают. 

В заключение мы покажем, что проблема о взаимоотношении 
классов А,- и 4,-множеств связана с проблемой мощности анали- 
тических дополнений, именно: 


Из гипотезы, что класс А’-множеств шире класса 
А>- мномсеств, вытекает, что каждое несчетное С А-мно- 
эжество содержит совершенное ядро. 


Обратной редукции не получено, но во всяком случае отсюда 
вытекает, что построить пример А,-множества, не являющегося 
А.-множеством, не менее «трудно», чем доказать, что мощность 
всякого несчетного СА-множества есть континуум. 

Итак покажем, что из гипотезы, что классы 4.- и А,-множеств 
не совпадают, следует, что каждое несчетное аналитическое до- 
полнение содержит совершенное ядро. 

Предположим, что существует некоторое несчетное СА-множе- 
ство Е, не содержащее совершенного ядра. Пусть С есть решето, 
его определяющее. Возьмем любое множество @« класса А». Пред- 
положим, что множества Ё и © расположены сооответотвенно на 
осях ОУ иОХ. Пусть С есть аналитическое дополнение, расположен- 
ное в плоскости ОХУ и проектирующееся в множество ©, С’—про- 
странственное решето, его определяющее. 

Через каждую точку множества Е проведем прямую, парал- 
лельную оси ОХ. Полученное плоское аналитическое дополнение 
обозначим ЁЕ*. Через каждую точку решета С также проведем 
прямые, параллельные оси ОХ. Полученное пространственное 
решето обозначим С*. Очевидно, что решето С* определяет 
множество Е*. Рассмотрим в плоскости ОХУ множество У, 
состоящее из всех точек плоскости, для которых индекс решета 
С* меньше минимального индекса решета С’на прямой, парал- 
лельной 0си ОУ, проходящей через эту точку. На основании 
леммы 1У множество Г есть аналитическое дополнение. Оно содер- 
жится в множестве Е. На прямых, параллельных оси ОУ и не пере- 
секающих множества @, множество У совпадает с множеством Ё*. 
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Составим разность Ё* — И; очевидно, она имеет ту же проек- 
цию на ось ОХ, что и множество С. Кроме того, на каждой пря- 
мой, параллельной оси ОУ, она не содержит совершенного ядра. 
Очевидно, это есть А5-множество. Следовательно, на основании 
теоремы 1 проекция его на ось ОХ есть тоже А>-множество. Итак, 
множество 4 есть А»-множество. 


Математич. институт им. В. А. Стеклова. 
Академия Наук СССР. 
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Р. ХОУТКОЕЕ. ЗОВ ОО0ЕТООЕЗ ВЕГАТТОМ ЕМТВЕ ГЕ ЕАМШГЕУ 
ТЕЗ ЕМЗЕМВГЕ РВОГЕСТТЕ РЕ СГАЗЬЕ 2 ЕТ РЕЗ РВО.ЕСТТОМЬ 
РЕЗ СОМРЬЁМЕМТАТВЕ$ АМАГУТТООЕ ОМЕОКМЕЗ$ 


ВЕЗОМЕ 


Ге Баф 4и ргёзепф агс]е езё ]а сопз46гайоп 4е 1а {ашШе 4ез 
епзетЪ]ез аа’оп обет сошше ргодес@опз 4ез сотр]6тепфалгез 
апа!уйаиез пп Могтез (помз 1ез ауопз пошшё «епзет]ез 45»). 

Ге ргоёте 4е зауолг э1 сеМе Гат1Ше соше4е ауес сеПе 4ез 
епзетЪ]ез рго]есё1з 4е деихёте с1аззе (епзет]ез 4.) гезфе & ге- 
зоцаге. Лат аетопёт6 Чапз ци фтауа! гбсепф дае Гоп оБйерф %01- 
]оитз чп епзешЪ]е 4 еп ргепапф 1а рго]есйою 4’ап сотр1\6тепфалге 
апа!у41дие 4из роззё4е аа раз пп поште Йп\ 4е ро1п%$ зиг сваадие 
рагаП]е & Гахе ОУ. Ог, 1а шео4е дфае аз зму1 пе регшеф раз 
4’66еп@ге се $П6огёме аа саз ой 1е сошр!6тешалге апа]уйаае соп- 
9146г6 роззё4е аи р\з ппе шйиЦ6 арошЪгае 4е ро1пёз заг сва- 
Чае рага|е & `Гахе ОУ. Папз 1е ргбзепф агйсе ]е доппе чпе поп- 
уеПе шёфВо4е дат регтеф 4’оБеплг себе ехфепз1оп; 4’аШеигз ]а 
шёте ш6бо4е поиз 4оппе ап Пеп епёте 1е ргоёме заг 1е гаррогё 
Фез Гат1Шез А, её 45. её сепи 4е 1а рилззаосе 4ез сотр16тепфа1гез 
апа1уйиез поп 46потЪгаез. 

Ропг А6тоотйтег 1ез &И6огётез ей фаезйоп поз ауопз Безо 4“ 
1еттае зуапё: 

ГЕММЕ 1. Рат 4оппё ип спе С аёйилззат ип сотрыётеп- 
те апауицие Е, И ежляфе 1оитоитз ипе зийе ае ст Иез С., С., ... 
..Сь,... аертиззат 4ез сотр]6теталтез апайуадиез сотепиз дапз 
Е её ]оилззат ае 1а ргортё6 зилфате: диеЁ[ дие зой ГепзетЫе 
раграи Р, аотё Готегзесот афес 41а зотте 4е 1оез 1е; сопз1иап- 
1ез аш сте С 4’тасе; < 3 езё ип епзет Ме Нтё ош авпот6таМе е1 
Чир роззе4е 4ез роту; 4апз Ез,—Гип ай тотз 4ез сте; С» роз- 
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564е ипе сопийинате 4отё Гищетзесиопт афес 1а рагие соттипе ае 
Р её ае 1а сопзииаме Ез аи сп Ме С езё рогтёе 4’ип зе] ройч. 
Уо1с1 |7146е 4е 1а автопзбгамоп 4е се 1ешше: зо1еп% 


Е д.6 
1ез сопзИ$иатиез Ча сошр!6шешате апа]уйаче Е Ч6Йл раг 1е 
сг1Ые С. 501еп6 ту, Го, ...,Ги,... 103 ИцегуаПез Г!огтаюф 1е сгЫе 


С её 21, о», ... бп, ... 1ез ибегуаПез а ехы'6т166з гамоппеПез сопёе- 
пиз 4апз ]ез ицегуаЦез г». 501% Ст 1а рагйе 4и сте зИмбе ап 
Феззом5 4е ож её Еш 1е сотр\6тепфаше апа]уйдие а6Йшт раг 1е 
ст] е Си заг 1а рго]десйоп ае ГицегуаПе ош. 501% 

Е о Е НВ на В... 
]а А6сотрозИоп 4е Е» еп сопзйфаатфез Ри»„. Сопз196гопз 101$ 1е$ 
епзет]ез 4е 1а {огше 

Р.. Ев © Р- Е; - Ежа, - бщьа, +. Етыу 
1ез пу, ть... Ть 66806 ез епИегз даесопааез её ва, 9», ..., ак 
4ез потЪгез дие]сопаиез 4е Та 1-ге ош 2-4е с]аззе. Мошз а6топ- 
$гопз 4’аБог@ дие ип аи шош 4е сез епзет ]ез езё 1огшё 4’чп 
ей] роз. А]огз 1е Летте рейф 64ге д6топёг6 а1з6тепф. 

Еп еНеё, зиррозопз 1е сопфёталге. А1отз сВасмиа 4ез епзет ]ез соп- 
$146гёз е5ё ргуб 4е. роз 150165, ризаче 51 Шип 4’еих, $01 
РЕ ло Вы 
роззё4е ип рошф 13016, оп решф Чфтопуег 4ез ицегуаПез р», 
Эи,› --- › би, гезресйуетепф сопфепиз дапз 1е5 1пфегуаПе$ от, От, --- › От» 
её $е15 аче 1е5 рго]есМопз 4ез 2„; пе сопйеппеп% але ]е ро1пф 13016 

4е ГепзетЫе 

Р-ЕБ- Е... Е 

Рапз се саз ’епзете 

Е ВоВ 
езф {огиб 4е се ро1п& зешетептф. Еп ропгэмуап 1а автопутайопв 
10$ с013т015005 ип епзет е рат!а1 сотфепа Чапз 

Р(Е + Е. -... + Ез) 
се Ча1 сопдай А пе сопётад1сйоп. Га соптгасйоп 4е се еп- 
зетБ]е раг{!а\ з’оБепф 4е ]1а таплёге эллуаще: 

Оп 4топуе дапз ]а зи\е ту, Го, ...,7.,... ГИегуаПе т„, 9’1п91се 
паппиата $е] дие за ргодфесф1оп сопйепф 4ез рошёз Че Гепзет е 
Р.Ез; дапз се саз пои ропуопз сВо1эт 4еих ицегуаПез рт, @6 р, 
сопбепиз 4апз т», запз ро1пф сошилап, еф 4е15 дие 1епгз рго]есоптз 
сопйеппепф ипе шНп6 4е роз 4е Р.Е;. П езё а1огз 6у1Чет 
фае 1ез сотр1\6тепбалгез апа]уйаиез Е», её Еш, роззё4еф 4ез ро11 5 
4е Р- Ев. 

боле 


пра 


та, 9 Ето, 
1ез сопзбиапфез 4е Е», е Ё»„, 4’ш@1сез пиюлта о, её д» рог 
1ездчеез 
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Р.Е - Ета, % Р. Ев. Ем,а, 
пе 5006 раз у!Чез. Ма1з 1е5 епзет]1ез 

р. Ев . Ета, её УС Ез . Ета, 
501$ епсоге ргубз Че ро1пфз 130165. М№о$ ргепопз а!отз 4еих 
бегуаПез 4’1191сез пупипа т», еб г», 4е1$ але 1а ргодесмоп 4е 
’., СОПИепф Чез роз 4е-Р. Ез- Ет,., © Па рго]десмоп 4е г», соп- 
Ыепь 4ез ромиз 4е Р. Ез- Еж... М оз сВо19153005 епзиЙе 4 пфег- 
уаПез от,, От., Рт,, Эт, 900% 1ез рго]ес\опз 500% ешх & 4еих запз 
ро11ё5 сот а0$, т, её 2т, 6апф сопфепаз Чапз г», е 1е5 4еих 
аибтез 4апз и,; 1е5 рго]ес1отз 4е от, её 2., сопеппепф 4ез ро1п{$ 
4е Р. Е. Ежа, ©. 1ез рго]есопз 4е ри, её ри, Чез рошёз 4е 
Р. Ез- Ет,и,. Се ргосв4ё реаф ё&ге ропгзиу1 пе таплёге апа]о- 
оце е6 Гоп оБмепё 1ез зузбёшез Ч’ егуаПез %е5 чае сВзаче 
зузфете зи1уапё езф сопбепи 4апз 1е ргёсё4етф. Га рагйе соттипе 
4е 101$ сез зузфётез езф ип сефаш епзештБ]е ра{а\ Н; оп 4Е6- 
попбге 4и’1] езё сопбепа 4апз 

Р. (Е Е, +... + Е»). 

Га тшаплёге 4е сопзёгиге сеф епземЫе Н её себе автоп%тайов 
з0п® $016 а Га\ апа!осиез А сеПез фае ]’а1 4оппё Чапз шоп агйсе 
«Сволх еНесё{ ес.» еп шоштгапф соштепф оп фтоцуе еНесйуететь 
ий ро1пф 4апз пп сотр]16тетате апа]уйаче. 

№15 помз арриуоп$ епзие зиг 1е ]1ешше зуапф 46топфг. 6оа- 
\етепф Чапз сеф агыс]е: ]1а рагые сошшипе 4’пп пошЬте Йюл ае 
сотр1\6тепфалгез апа1уаиез фу, >, ... ‚ ©" рей @те 46 п1ле‘аа тоуеп 
4’и0 сг1Ые С ауапф 1а ргорг1б6 зиуаще: сВаадае сопзйфиаюе 4е 
Гепзет е 4: : 62... @ь ©3% Па рагйе соттипе 4’ип зузфёте 4е соп- 
УН\баатбе$ @1з,, ° (@э3,› --- ‚ физ» @6 усе уегза. Сопзфги1з0т$ 4опе ропг 
свадае епзет е 

Я 
и се Ст, ...пы УбГИаре 1ез соп@\опз 4а 1етште ие пои$ 
уепопз 4’6попсег. М№ 4$ ауопз Абтотёт6 аа’ий сегбаш епзет е 
И 
е5ф Тогтё 4’ап зе ро\ё. Оопе 1е сме Ст, ...т, а пе сопз- 
Ибиаще ауапф пп её ип зеи] рошё сошшип ауес Р. Ге ]ешше ез 
а1151 46топфгб. 

Се 1етте 6$ап& 46топёг6 поз иго 1зопз 1а а6йпоп зиуанфе. 

26!1п16101. 501 Е ип сотр16тепфалге апа!уйчие $166 далз 
1е р1ап ОХУ, её С ип смЫе а6Йпаззать Е её з№иё Чапз ’езрасе 
ОХУй. №15 Ф@топз да’ рол (5%, 4) Че Е езф мп рош& а’ а1се 
ипламе, 51 а сопзифаатие 4е Е чи сопйепё се ро пе роз ё4е 
ацсип ашщте’ рол зиг ]а Агоце х = 40. 

Сейе 46ЙпИйоп розбе, оп а 1е 

ГЕММЕ 2. Езат 4оппё ип сотр 6тетате апйуйдие диесоп- 
ате, Гепзет Ме 4е з$ез рой; а’т@ее итдие езф 1ои]оитз ип сот- 
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Рётетите апйуидие её И реш @те ип/огтиз6 аи тоуеп ф’ип 
епзет е 4е тёте пафиге. 

Сез Чех 1еттез регтейеп& 4е абтотитег 1ез &Вбогётез зи уапёз: 

ТНЕОВЁМЕ 1. 50й Е ип сотр 6тетиалте апйуйдие тоилззат 
4е 1а ргортё@ 16 зилфате: зиг спадие рага!@е а Рахе ОУ диф соире 
Гепзет е Е, [а сопзайиаше т] ётеите ауатр 4ез ротй$ зиг сеше 
ратаП@е ез{ аи риз 4впотдтаМе. Рапз сез соп4илопз а ргоесллоп, 
ае Е зиг Гахе ОХ езё ип епзет Ме Ах. 

Сого 1 ]а1ге. 51 ЕЁ е5 ип сотр! тепбазте апа]умаие диф е5% 
аи раз а6потЬгае заг свадае Агойе рагайе & Гахе ОУ, 1а 
рго]есйоп 4е Е заг ОХ е3ё ип епзетЫе 4.. 

Се Мбогёте реш &те рбпбга136. 50 < па епзете 4; её Е 
Гепзете СА ипМогше, 401 И езф 1а ргодесйоп. Сопуепопз 4’ар- 
р@ег 1п41се а’ип ро 4е © Гтасе а розни 4е Е 400 И ез% 1а 
рго]есмоп. Г’епзете 4» езф ашаз1 46сотроз6 еп Ж, сопз И фтапфез 
тезигаез В 4е тёмте (ие 1ез епзет ез СА. О’ипе шаплёге апа]огте, 
31 © е56 ип епзетЫе А, её Е 1’епзет ]е СА 400% 1 ез% ]а рго]есйов, 
оп рей арр@ег 1п91се 4’ип рошф 4е ф таже шшипит 4е5 рош4$ 
Че Е ауапё се ро1пф роиг ргодесвйоп. 

Сез Ч6йп 003 розёез, 1е &Ббогёте 1 репф &4ге рбибгаПз6 4е 1а 
тшап1ёге з1уапфе: 

ТНЕОВЁМЕ П. 5: Е ез{ ип епзетЫе А; 4оп1 1а сопяйиате 2т- 
Тётзеите езё аи ршиз авпотфта Ме зиг сйадие ратай@е а Гахе ОУ, 
1а ртоуесоп ае Е зиг Рахе ОХ е$1 ип епзетЦе А.. 

Оп а аизз1 ]ез {Вботётез зи1уап45: 

ТНЕОВЁМЕ ПГ. Сладие епзетЫ_е А» езё 1а ртодесоп Фит еп- 
зет Це СА 4опЕ ое; 1е3 ищетзесиопз афес [ез атойез ратаИ@ез а 
Гахе ОУ зот тезитаМез В. 

ТНЕОВЁМЕ ТУ. Сйадие епзет Ме А, сотепи 4апз ип епзет Ме 
А; её 11 ди’еп спадие ротё зоп т@ее таитит езё трмеиг а Рт- 
11се ай тёте ротё ае Гепзет Ме Аз сопзётё, её Па-тёте ип 
епзете А.. 

№15 ауопз 46]А Ч адие 1а дчезйоп 4г6з ппрогбаще зиг 1е гар- 
рогё епфте 1а {аш Ше 4ез евзетЪ]ез А, её 4ез А, гезбе А гбзошаге. 
П рага15за1ф ргофа е фие 1а Гат е 4ез А» езф Беаисопр раз уаз4е 
дае сеЙе 4ез А›. Ма1з 1ез тбза\афз 4е сеф агйсе]е её 4е Гагйе 
ргёс64еп& пойз топётепф дае $04ез 1е5 ргорг166$ соппиез 4ез еп- 
зетез А, аррагйеппеп 6а1етепф аих епзетЫез 45. Оп реф 
столе фие сез !ат1Шез 4’епзетЪ]ез со1пс1етё. Моиз а6топ топ 
Чапз се агйс]е фие 1е ргоёте зиг 1е гаррогь 4ез Гат!ез А» 6 
А; ез 16 а Гёбаае 4е 1а рилззапсе 4ез сотр16тепфалгез апа]у- 
п аиез. 

Р1аз ргбс1з6тепё, 5& Роп зиррозе дие да фдатаёШе 4ез епзет1е5 А» 
ез1 риз вазйе дие сеЦе 4ез епзет Фез Аз оп решё 4ётотгег дие сла- 

8* 
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> 
< 
г? 


4ие сотрЁётетате апйуидие поп 4епотфта [е сопиет ип епзетЫ[е 
рагра. Га ргороз\ оп зпуегзе п’езф раз Абтоп\тее. 

Еп 6а01апф 1ез ргоётез 1165 А села ае 1а рилззапсе 4ез 
епзет]ез СА, помз ауопз оБфепи 1е гёзаМаб элуапё: 

$: спадие епзет Це АС поп 4впотта Ме роззеае ипе сопзйийнате 
Чиё сопиетр 4еих рот4з ай тоттз, 1оир епзет Це СА поп 4ёпот- 


га е сопиетё ип епзетИе рагай. 
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ОТДЕЛИМОСТЬ С-МНОЖЕСТВ * 
(Представлено актдемиком И. М. Виноградовым) 


В статье обобщен принцип отражения на случай произвольных 
решет. Доказаны Г и И теоремы отделимости для произвольных 
тел, инвариантных относительно (А)-операции, в частности для 
С-множеств. 

С-множества являются результатом последовательного приме- 
нения двух операций: А-операции и взятия дополнения в конеч- 
ном или счетном числе раз, отправляясь от интервалов [ем. (2), 
стр. 289 и (3)]. В результате применения этих операций получим 
МХ. классов множеств: 

С о Она О 

из которых С, представляет собой совокупность аналитических 
множеств, а класс С, получается © помощью (А)-операции над 
дополнениями к множествам классов С», где в’ «а. В настоящей 
работе мы установим следующее свойство множеств класса С.: 
каждые два С„-множества без общей точки отделимы множествами 
максимального тела этого класса. Этот результат является обоб- 
щением известной теоремы Н. Н. Лузина для аналитических мно- 
жеств. Для доказательства этого предложения нам нужно будет 
усилить принцип отражения [см. (2), стр. 211—215, или (“)]. Для 
этой цели мы введем некоторые вспомогательные понятия. 

Рассмотрим совокупность всех рациональных чисел и предета- 
вим ее в виде последовательности 

о а. (1) 


Назовем элементарным отражением соответствие, сохраняющее 
порядок по отношению к величине чисел между двумя конечными 
группами рациональных чисел 


Пл Паро Ас Арене 


* Результаты этой работы были энонсированы мною в «Докладах» Ака- 


демии Наук СССР (1). 


г> 
< 
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Подобное элементарное отражение мы будем записывать в виде 


следующего символа: 
в Паб ть) 
) 
Пт: ТГт, ... ту; 


’ 


причем будем всегда предполагать, что Числа п1, По, ...,Пь распо- 
ложены в возрастающем порядке. 


Пусть 
а 7 : се \ 7 ей ОЕ Г. 
( р п п} ) и ( а а ти К 


Ри. а ой т РР ы 


два элементарных отражения. Мы скажем, что первое есть про- 
должение второго, если 


П1 == 01, И —= 42, -..., И =4дь 
т = $1, ТЬ- $5, 1.5 ИЗ: 


Пусть дано отражение 


х И ОР ) 
а бей 

Число Ё мы назовем рангом отражения. Будем считать, что 
два отражения совпадают тогда и только тогда, когда изображаю- 
щие их символы тождественны. 

Рассмотрим систему интервалов а обладающую сле- 
дующими свойствами: 

Е 4 

не имеют попарно общих точек, если п, п., ..., Пи фикеиро- 
ваны, а 4 принимает значения 1, 2, 3, ... 


5 


Хх 
Опт. ть —) т.п 4 


Пусть, кроме того, среди всех этих интервалов нет двух оди- 
наковой длины. 

Поставим во взаимно-однозначное соответствие элементарные 
отражения первого ранга и интервалы б„, первого ранга. Пред- 
положим, что каким-то образом мы установили взаимно-однознач- 


ное соответствие между отражениями К-го ранга и интервалами 
Зим,..лы К-ГО ранга. 
Пусть 


некоторое отражение К-го ранга и 8,,„,.”, соответствующий ем 
интервал. 


Рассмотрим совокупность отражений 


( Ги Го, + Гл Гал 
” ” р 
7 т, Гт, +. ГтА Ри 
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где 71, По, ..., Пк и т, То, ..., Ть фиксированы, п»., пробегает 
все целые числа > пь, а Ть+1 при всяком п».: пробегает все те 
Значения, при которых сохраняется подобие. Установим взаимно- 
однозначное соответствие между этой совокупностью и совокуп- 
ностью всех интервалов 6; 1,.. 14.) где и, %, ...,  фиксированы, 
а #.;:1 принимает все целые значения. 

Таким образом мы поставили во взаимно-однозначное соответ- 
ствие множество всех элементарных отражений и множество всех 
интервалов 0;,..:,. Это соответствие, очевидно, обладает следую- 
щими свойствами: 

Если из двух отражений одно есть продолжение другого, то 
интервал, соответствующий второму, содержится в интервале, 
соответствующем первому, и обратно: если два интервала вложены 
один в другой, то соответствующие отражения представляют по- 
должение одно другого. 

Двум различным отражениям одного и того же ранга отвечают 
неперекрывающиеся интервалы того же ранга, и обратно. 

Две последовательности рациональных чисел, взятые в опре- 
деленном порядке, определяют систему интервалов бр.р,..в,, оТ- 
вечающих отражениям 


где т», Г»,, ..., Г», СУТЬ первые Ё членов первой последователь- 
ности, а Гт,, Гт,, -.., Гт, Принадлежат второй последовательности: 
причем п. < пП.< ... «та. 
Множество 
со 
У:8 1 
и 20: 


не пусто тогда и только тогда, когда вся первая последователь- 
ность отражается подобно на часть второй *. 

В самом деле, пусть первая последовательность Тл,, Т»,, -.., 
7) :.. Отражается подобно на часть второй; пусть Гт,, Ут,» +++ Гиц» +. 
будет эта часть. Запишем это отражение в виде следующей та- 


( А: ) 
Ги, ТГт, -*- Гть += 
Тогда существует бесконечная последовательность элементарных 


отражений вида (а): 
р ) ( п, Ги, ) 
) 7 
Гт, Пт, Гт, 


* Множество № есть произведение по К сумм всех интервалов а 


блицы: 


ранга К. 
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составляющих продолжение одно другого. Но тогда в силу уста- 
новленного соответствия между отражениями и интервалами 
3„,..п, мы будем иметь последовательность интервалов бр,, бр.р,, ..-, 
вложенных один в другой. Следовательно, пересечение их не пусто, 
и так как точка, являющаяся их пересечением, входит в 1, то й 
не пусто. Обратно’, предположим, что / не пусто. Тогда существует 
последовательность интервалов 6», 0рр, —...; но тогда суще- 
ствует последовательность отражений, отвечающих этим интерва- 
лам и составляющих продолжение одно другого: 


м ) о ба ) 
Ре ( И 
Очевидно, последовательность Г», Ги,, ... отражается подобно на 
последовательность Гш,, Гт,, ... › Которая есть часть второй из рас- 
сматриваемых нами последовательностей. 

Пусть п есть некоторый прямоугольник со сторонами, парал- 
лельными осям координат, с — некоторое множество, расположен- 
ное на одной из его сторон. Множество точек прямоугольника п, 
проектирующихся ортогонально в с, мы будем называть гребен- 
чатым множеством или гребенкой. Само множество с мы назовем 
основанием гребенки. 

Легко видеть, что если мы имеем проекцию на ось ОХ пере- 
сечения счетного числа счетных сумм гребенок, то эту проекций, 
можно представить как (А)-операцию над множествами, являющи- 
мися проекциями гребенок на ось ОХ, и обратно. Поэтому, если 
все гребенки суть С-множества класса ©, то рассматриваемая 
проекция пересечения будет тоже С-множества класса о. 

Обозначим через Ру’ пернендикуляр к 0си ОХ в точке ао. 

Мы докажем следующую лемму: 

ЛЕММА. Пусть С, и С. суть два решета, составленные из 
С-мноожеств класса &, принадлежащих максимальному телу этого 
класса и расположенных на отрезках, параллельных оси ОХ с ра- 
циональными ординатами; тогда совокупность тех точек ту оси 
ОХ, для которых Ру’. С, отражается подобно на часть множе- 
ства Ру’. С», есть С-множество класса в. 

Доказательство. Мы будем в дальнейшем обозначать мно- 
‚кество точек х, удовлетворяющих условиям леммы, через Г.. 

Рассмотрим квадрат 9 == 1; 0 =у= 1. Мы можем предпола- 
гать, что оба решета С: и С, содержатся внутри этого квадрата. 
Пусть х, точка оси ОХ; тогда множества Ру’. С: и Рг.С., ко- 
торые мы в дальнейшем будем называть множествами вида (с), 
представляют собой две совокупности рациональных точек и яв- 
ляются частями последовательности (1). 

Таким двум счетным частям, рассмотренным как последова- 
тельности с членами, занумерованными теми же номерами, какие 
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они имеют в последовательности (1), мы поставим в соответствие 
систему интервалов брр,..р,, отвечающих элементарным отраже- 
ниям вида (а) между конечными частями последовательностей (с), 
причем отражение ранга № содержит К первых по порядку в по- 
следовательности (1) элементов множества Ру. С.. 

Все эти интервалы мы расположим на сегменте х = 2; — 14 —< 
< % < 0 и будем их записывать в виде 5», р,, так как они 
зависят от точки 2%. 

Множество 


со 
< ох 
ры Р.....Рь 
р 


#1 вое 5 


будем обозначать 1%, а сумму й* по всем ху просто й. Из пре- 
дыдущего следует, что Ру’. С, отражается подобно на часть Р.С. 
для тех и только для тех точек х., для которых пересечение 
Ру’. й = №№ не пусто. Иначе говоря, /[, есть проекция й на ось ОХ. 


Пусть Йрр,..., @ОТЬ С» (суммирование ведется по 


всем т; индексы ру, — .... Ри постоянны). Множество 
о О 

Если даны два множества Йр,р,..р, И Йр,ьр,.. 5..4 о ТО второе 
содержится в первом. 

Аналогичным образом мы получим обратное утверждение, т. е. 
что если какие-либо индексы двух множеств Йрр,...р, И о 
имеющие один и тот же номер, различны, то Йр.р,...рр И 2,53. --ро 
не имеют общих точек. Все множества #й»р..., СУть множества 
гребенчатые. 


Рассмотрим выражение 


П >» ХПрирнеевь 


ВВ О.о 


Нетрудно видеть, что это будет У В самом деле, это выражение 
мы можем написать: следующим образом: 


со 
хо 
Ш 
хо ®=1 р:Бз...Рь 
или 
со 
о ры 
ХХ РР 
хо #=1 Р:Р. Рь 
или еще 


У П № бр. = №15 =. 


хо #=1 Ф,р»...Р% Хо 


Следовательно, #й есть пересечение сумм гребенчатых множеств. 
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Для того чтобы доказать, что Г, есть С-множество класса «а, 
достаточно показать, что множества Йр.р,..ь, СУТЬ С-множества 
класса а, так как Г, есть проекция Й. 

Каждому множеству Йр.р,..р, Можно поставить в соответствие 
один интервал системы 6, именно дрр,..р,, а так как этому ин- 
тервалу поставлено нами в соответствие определенное отражение 
типа (а), то это отражение мы можем поставить в соответствие 
множеству Йр.р,...р, - 

Пусть это будет 


( Г кр В ) 
ом 
Согласно нашему построению для всякой точки ту, для кото- 
г хо ы хо г 
рой Ру’. рр... не пусто, среди точек множества Ру’. С: най 


дутся точки © ординатами г„,,и,,...,Гл» а среди точек Ру’. С. 
точки с ординатами Гм, , Гт,) +.+ › Гиль. 
Далее, в ряду чисел ги, го, ...,Гь, ... ординатами точек Ру’. С, 
будут только числа Ти,, Ги,, --. › Гль» 
Итак, пусть отражение 
( п, Гл, Гл ) 
Гт, Гть Тту; 


соответствует множеству Льр, .... Обозначим через П., (М) проек- 
цию множества М на ось ОХ и через Ру линию, параллельную 
оси ОХ и проходящую через точку а. 

Рассмотрим следующее множество: 


Мрир, ть = Пы(Р5“ . С1)- Пе (Ры* . С): .-.  Пь (РС) 
.П;(Р”"" 6.) П.(Р" С)... ПР". С) — 
О Зо ес, 


где 11, 1, ...,8а суть все номера, меньшие п» и не совпадающие 
с числами п; По, ...;Пь. 


Очевидно, Мьр,..в; есть С-множество класса а. Покажем, что 
М‘, ь,..ль есть Пх (Йр,р,..ль)- 
С 
Пусть хь есть точка проекции йЙрр,..в. тогда Ру’. С, будет 


х 
содержать точки Ти,, Ги,,...,”и, И Ру - С. ТОЧКИ Ги, Ги... Ги, И, 


следовательно, т, входит в проекцию каждого из множеств И" 


и Р’ .С, для любого } от 1 до К. Пересечение проекций этих 
множеств содержит точку 25; надо еще показать, что 25 не вхо- 
дит ни в одно из множеств И, (Р”/. С), < 9. В самом деле, 


если бы 41 принадлежала одному из этих множеств, например 
т: 
П.(Р,”, С1), то среди точек множества Ру’. С, нашлась бы точка 
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< ординатой 7:;, а так как 1 < пП), то в совпадала бы с одним 
из чисел ПИ, И›,...,Пь, чего нет на самом деле. 

Итак, хо не входит ни в одно из множеств 1, (Р/7.С,) и, 
следовательно, входит в М рр... 

Предположим обратное, что точка хо принадлежит Мао, а 
Покажем, что в таком случае она будет принадлежать и 
И; (йр.р,..л): Для этого достаточно доказать, что среди элемен- 
тарных отражений вида (а) между точками множеств Р.С, и 


. 
п Иа 55 УМА 


Р». С, най жение (” 
у 'С2 Найдется отражение т ‚ Потому что тогда 
К 


а Га 
на прямой Ру” найдется соответствующий этому отражению ин- 
ТОВ ЗО о РИ Ги, оледовательно, пси), 

Так как точка ху входит в М ».ъ,..».. ТО она, во-первых, будет 
принадлежать всем множествам П; (Р.”/ - С,) и И, (В. . С,), 14 = 
</=<; во-вторых, не будет принадлежать ни одному из множеств 
п; (Ре. Су), 174. 

Из этого следует, что на прямой Р,° найдутся все точки Ти, 
Тп у ++ 3 Гид Гт, » Гтьз «++ ›Гту, М не будет ни одной из точек Г ,Г;,, ... Га, 

Отсюда ясно, что среди отражений вида (4) А-го ранга между 
точками множеств Ру’. С, и Р/?.С. найдется отражение 


(Ги, Тп, СО“ Пик 


` Гт. Гт, +: ТтаХ 


Итак, мы доказали, что множества Мур. р, и Их (Йьр,. ль) 
совпадают. Отсюда следует, что гребенчатое множество Йрь, ... р) 
есть С-множество класса © и, следовательно, й, которое есть пе- 
ресечение сумм таких гребенчатых множеств, тоже есть С-мно- 
жество класса а; проекция его Г, есть тоже С-множество класса а. 

| Е 


ТЕОРЕМА 1. Каэкдые два С-мномеества класса а без общей 
точки отделимы двумя мноэжествами максимального тела. 

Доказательство. Каждое С-множество класса @ может 
быть определено некоторым решетом, составленным из множеств 
максимального тела подобно тому, как аналитические множества 
определяются решетами, составленными из В-множеств. Решето 
это можно предполагать правильным *. Пусть А п Е. суть С-множе- 
ства класса &, не имеющие общих точек; С,—правильное решето, 
составленное из множеств максимального тела, определяющее Ё1, 
а С,-—такое же решето, определяющее Ё,. Мы можем, конечно, 


* Решето С называется правильным, если всякое множество Руд - С либо 
вполне упорядочено в положительном ваправлении, либо плотно на себе. 
Всякое множество, заданное решетом, может быть задано правильным реше- 
том. См. лит. (5). 
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предположить, что оба эти решета не имеют одинаковых трансфи- 
нитных индексов, соответствующих внешним конституантам. 

Рассмотрим множество точек оси ОХ, для которых Рыб от 
ражается подобно на часть Ру’. С. Обозначим это множество Н.- 
В силу доказанной леммы это есть С-множество. класса д. и, кроме 
того, Н»› Е». В самом деле, решета С1 и С» правильные, и если 
точка С Е., то Ру’. С, неприводимо, откуда следует, что Е: 
отражается подобно на часть Ру’. С». Точно так же мы видим, что 
множество точек оси ОХ, для которых Ру. С, отражается подобно 
на часть Р.С, есть С-множество класса & и содержит Е!. Обо- 
значим это множество через Н:. Множества Н, и Нь не могут 
иметь общих точек, так как это означало бы, что существует 
точка 20, для которой оба множества Ру’. С, и Ру’. С. неприво- 
димы, но такая точка принадлежала бы Е, :Е›, чего не мсжет 
быть. Теперь остается показать, что Н, и Н, принадлежат макси- 
мальному телу. Это следует из того, что Н, + Нь.ь представляют 
собою всю ось ОХ. 


ТЕОРЕМА П. Если у двух С-множеств класса в удалить ис 
общую часть, то оставшиеся части отделимы мномсествами, 00- 
полнительными к С-мноэжествам класса а. 

Доказательство этой теоремы совершенно аналогично 
предыдущему. ‚, 

ТЕОРЕМА 11. Если пересечение счетного числа Е\, Ез,...,Еь... 
С-мноэжеств класса а пусто, то существует счетное число мномсеств, 


принадлежащих максимальному телу. класса &, Н., Но, ...,Нь..., 
пересечение которых также пусто и Н,С Е, для казмсдого в. 
Доказательство. Пусть Су, С», ... ‚ С», ... правильные решета, 


определяющие соответственно множества Ё„. Решета С; мы моем 
предполагать попарно без общих индексов, для этого достаточно 
к решету С» присоединить сверху систему прямых, параллельных 
оси ОХ, ординаты которых образуют вполне упорядоченное мно- 
жество в положительном направлении типа ©”. 

Пусть Н; есть множество точек оси ОХ, для которых а 
не отражается подобно ни на какую часть, хотя бы одного из 
множеств Ру’. С; ]-Е т. Легко видеть, что Н:—Е;. Обозначим 
множество точек, дополнительное к Н;, через Нх. Очевидно, что 
Н;—это множество всех тех точек, для которых Ру’. С; отража- 
ется подобно на часть всякого множества Р№.С,. В силу дока- 
занной леммы И; будет С-множество класса в, а Н;—множество, 
дополнительное к С-множеству класса в. Очевидно, что множества 
Н” попарно не имеют общих точек и покрывают всю ось ОХ. 
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* ’ 
Отсюда следует, что Н;, а следовательно, и Н; принадлежат мак- 


симальному телу. 


Мы видим, что Н; Е; и Н;.Н.....-Ни-...= 0. 
Ч. т. Д. 


Аналогичным образом доказывается 

ТЕОРЕМА ТУ. Если у счетной системы С-множеств класса а 
Удалить общую часть, то оставшиеся части кратно-отделимы 
множествами, дополнительными к С-множествам класса в. 

Совершенно очевидно, что все изложенные результаты спра- 
ведливы для какого угодно семейства множеств, получаемого из 
некоторой исходной системы с помощью применения (А)-операции 
и операции дополнения. 


Математич. институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 10, 1.4932. 
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№12 1934. 
р. МОУКОЕЕ. ГА ЗЕРАВАВИЛТЕ 0ЕЗ ЕМЗЕМВГЕ$ С 
ВЕЗОМЕ 


Оп аррёе епзет ]ез С ]ез епзет е$ де 1’ой оЪмепф & раг@г 
Чез епзетЪ]ез тшёзигаЪез В еп еНесфиапе Горёгафлой (А) её ргепап& 
1е сотр16тепаге, ип пошЪге ВЙпт оп а6потЬгае 4е 1013. 

П ез% соппа, дче Горбгайоп (А) решф &те гетр]асве раг Горб- 
гайоп 4е смЫе. Сеа 6%ап, пойз аПопз сопз16гег 1ез сг1ез 
р1апз {огибз Чез епзет ]ез С Ппвалгез 4е с]аззе о аррагепапф ап 
согрз тахипатш 4е себе с]аззе её 51665 5аг Чез Чгоцез рага|@ез 
а Гахе ОХ А 4ез аз апсез гайоппеПез. № чз аррёегопз мп %е] 
сме «смЫе С 4е сЛаззе в». Оп за1% дие свадае епзет Ме С 4е 
с1аззе & реф &те оепи аи тоуеп 4’иап {е] сте. М№ои$ 4612попз 
раг Ри’ а Чгойе рагаЙе а ’ахе ОХ раззапф раг 1е рол 2 © 
раг Р.С Ла рагые ди сп1Ые С з\фабе зиг сейе атоце. М№оцз детоп- 
{топз 16 1етлте зи1уапё: 

ГЕММЕ. 5о1епё С, её С. аеих сть ез С ае с4аззе в. Гл’епзет е 
4е 1015 1е$ ройиз хо 4е Гахе ОХ, 18 дие Гепзет е р. Се 
хот аЫе 4 ипе рагие 4е Ру’. Сь, ез ип епзет Де С 4е с1а$$е в. 

бо Г, ГепзетЫе еп дфаезй оп. Роаг Ч6топфётег се 1ешше поиз 
170150103 ппе попуеПе пойоп. 50% 


(1) 


т1, Г, ... ) Ти» ... 
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ШЬЫЩЙЙ 66680 


1а за Це Че ф0из 1ез пошЬгез гайоппе]з 4е |’цегуаПе (0, 4). Сопя- 
46гопз 4еах отопрез 4е потаЪгез га оппе]з зетЪ]аЪ]ез епёге епйх: 
Тлаз Гиз +» Газ (Пл < Из < ... < ИА) © Тт,» Тта» +5 Ттье 


М№ из арреегопз зпаИаае 616тепбалте а соттезроп4аюсе 4е зи Ш- 
раде епбге сез 4еих стопрез, её пошз 1а а6з1ат6гоп$ раг 


А, 906 ны 
Е а КЬ © 
Ге пошге К с3% Пе гапа 4е 1а зале. М№ чз @топз дае Па з1ти1- 
|и4е 616 тепфалге 


Пе Ги, +* Гль Рина *** Гид ) 
Гт, Гть -** Тть Тицыь -** Тта 
езё ]е рго]опоетлеп$ 4е 1а зтИциае 616 тешаалте 
( о Е СОБ ) 
Е а 


№13 сопз1@6гойз ип зузфёте 41 фегуаез аи $е] дие деих 
ицегуаПез дае]сопаиез да тёше гапо А п’опф аисип ро1пф соттип, 
е бр,р,...р, — бр.р,.. рьрьн 

№13 {а1з0п3 ипе соггезроп4апсе Ъ1таплуодае еф гбе1ргодае етёте 
Пепзет ]е 4ез зи фаез 616тепфалтез еф ’епзет ]е 4е сез и\фет- 
уаПез 4е шапёге зиуаше: А свадче ушИМа4е 616тегбаше 4е 
гапо К соггезроп4 ип ицегуаПе 4е гапо А её шуегзешепф, её 51 ппе 
зи а4е 6]6тешалге 4е гапо Е--1 езё 1е рго]опсетепф 4’апе 
ащте злиИиИлае 616тетфалте 4е гапо А, ’и\егуаЦе 4е гапе А + 1 
соггезроп4ап& А 1а ргешлёге езф сопфепа 4апз ГицегуаПе 4е гапс Ё 
41 соггезропа & 1а зесопае. 

№15 с003146готз шашепаюё $06ез 1ез зпаИциа4ез 616 тета1тез 
епфте 1ез рагмез 4ез епзет \ез Ру’. С, её Ру’. С, 4еПез дае Та з1и1- 


ба4де 
( Их ) 
РР 
де гапх Е сопйепё 1ез 616теп{з 4е Ру’. С, ауаоф 4апз 1а заце (1) 
1ез К шсез и !6меигз, еб помз злопз заг 1е зестеп х =: 2, 
—1 = у-=< 0 1ез ицегуаПез соггезроп4аюё & сез эиИлаез. 


№ 1$ 46310п0п$ сез ицбегуаПез раг бр. 
Оп а6топиге Гас Иешепё даче ’епзет е 


со 
Йо — П > реа. Ь 


®=1 р,р,...Рь 
сопйепф ип рошё 4апз ]е саз её 4апз се саз зеететф ой 1’епзетЫе 
Ру’. С, её зет аШе & ипе рагые 4е 1’епзешт Ме Р.С. Ропс, 
Гепзет]е /, езф 1а ргодесйоп огобопа]е 4е ’епзет е й = м хо, 


Хо 


РЕ * 
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я у х Вт 

065121003 раг Йрр,..ю, ГепзетЫе а брьр,...рь 165 Ш916ез ру, р», ..., Рь 
й хо 
Сфап® соп3фап{5. Опа 


й = П х Ир, рр 


В=1 р, ..-Р/;: 


Маицепап роиг а6топётег поёге 1етте П пошз гезбе А абтоп\гег 
Чае Йр,р,...р, е8% ип епзеш ]е С 4е с]а:зе а. Мойз @6етопз 1а 
рго]есопт 4’ип епзет е М зиг Рахе ОХ раг И, (М) её ипе агоце 


рага Пё]е & Гахе ОХ ауатф 1’от4оппбе а раг Ру её поиз сопз1А6гопз 
Гепзете: 


ео а Веры 
Вы (Рае. Са) -Пь(Ры"* С)... ПЫ(Ри* и 
— п. (Рх* . С) —П;(Рх". р ‚ — 1. (Р.1 . 0) 
ОЙ И, 1, ... „а 800% 46008 163 потЬгез ш!6еагз & пл 491 пе сот- 


с14епф ауес апсий 4ез потЪгез 1, По, ..., Пл. 

Г’ерзет Бе Мр.р,.л 6©3 еу1аеттепт ип епзеше С 4е 
С1аззе &. Мом; а6топгоп$ дае Мрр,..р, со1те14е ауес ]а рго]есйоп 
зиг Гахе ОХ Ч4е Йрр,.. рр. Е соште йЙрр,..р, 09% ап епзеше 
ре1зп6*, П езф епсоге чп епзет ]е С 4е с]аззе о. 

П зай 4е 1& 1’6попс6 4е пойте 1етше. 

Се еще 6бапф а6топфт6, помз оБфепопз 1ез 4Пвогётез зш1уап$ 
сиг 1а звёрагар 1166 4ез епзет ]ез С. 

№13 5пррозопз епсоге Чапз 1а заЦе аиае 40$ 1ез ст1Ъ]ез аие 
101$ с0п$146гоп$ 3006 Ч4ез сг1Б]ез гёеаПегв **. 

ТНЕОВЁМЕ Т. Деих епзет Иез С 4е саззе а п’ауатё аисип 
рой соттип зотт зврагаез ай тоуеп 4’епзет фе; аррапепат 
аи сотрз талтит ае сейе с1аз$е. 

01е16 ЕЁ, её Ё‚ Чеих епзет Без С 4е с]аззе о 46Йп1$ аи тоуеп 
Чез сг1 Без С, её С5, зап$ ш41сез соттип$. №13 сопз1А6гопз Геп- 
зет Бе И» Чез ро1пёз 4е 1’ахе ОХ +е1з чае Ру’. С, езё зет ]аЫе & 
ипе рагЫе 4е Р.С, её Гепзет е Н, 4ез ро1иёз 4е Гахе ОХ 4е15 
чае Р.С. езё зетае & ипе рагые 4е Ру’ -С.. О’аргёз пойте 
т: ]ез епзетЪ]ез Н, её Нь 3004 4ез и С 4е «1аззе в. 
№ п$ 46тотптопз аче ЕСН, ВСН», Н.Н» =0 © чае 1а 
соште Н, +ИНь соттез4е ауес 1е зестеп& (0,1) 4е Гахе ОХ, раг 


* ЕпзешЫе режиб — Гепзет Ме 4ез ро1п{з 4’ип гесфапя]е 4опф 1ез ргодес- 
(опз огтовопа!ез заг ип с016 4е се тёсфап]е аррагИеппеп4 & ип епзеш]е Ипбайте, 
Ихё а Гауапсе. 

** п смЫе С езё пп сте тбеаНег в1 Гепзет е Ру’. С роззёде ипе 
рагие Чепзе еп $01 спадие #015 фае 1е рот хо ‘аррагйел А Репзете сг 6. 
Свадие епзетЬ!е а6егийт6 аи тоуеп 4’ип сте рец &4те Ч6{ети1п6 ап тоуеп 
4’ип сте гбраЙег. Уют (5). 
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зице 1ез епзет]ез Н, её Нь аррагйеппепф аи согрз шахиоит 4е 
1а с1аззе а. 

ТНЕОВЕМЕ ПП. 5: Гоп зиррмте 4е 4еихф епзет ез С ае 
с1аззе а 1еит рагие соттипе, 1е$ '‘рагйез тефатез зотёр зёрата1ез 
аи тоуеп 4’епзет Иез сотр втеталгез аих епзет 1ез С 4е «4а$$е а. 

Га авбтопятаИоп 4е се $Пбогёше езф фоще апа]осие & сеПе а“ 
{Твотёште Г. 

‘ ТНЕОВЁМЕ П!. Еат 4оппёе ипе трпиё 46потфта Ме 4’еп- 
зет 4 ез С 4е с1аззе а 165 ди’ п’еляе аисип ройй соттип 4 
1015 сез епзет ез, И еляе ипе тйпиеё 46потфта е 4’епзет 1е; 
аррайепатЕ аи согрз талитит 4е ‹а$5е а её тепТеттапт тезреслее- 
тета [е; епзет 4 ез 4оппёз её 163 ди’Ц п’елляе аисип пойи арраг- 
1епапт а 10и$ сез епзет Ме; ззтийапётепЕ. 

бо1епф ЁЕ|, Е., ..., Ел, ... 10$ епзеш ез С 4е с]аззе а запз 
ро1 6$ соттлиз её С., Сь, ... , Сь, ... 1е5 сгез гёоаПегз диз а6В- 
1155е1% сез епзет ]ез. Оп рей заррозег %0$ сез ст1Ъ1ез запз ша1- 
сез соттчпз$ деах а деах. М№ из сопу6гоп$ |’епзетЪ]е Н; 4е %015$ 
1ез ро1п45 4е 1’ахе ОХ +е15 дче ’епзеш е Ру? . С; езф зет а е А ипе 
рагме Че спадие епзет Ле Ру’. С;, +7. Томз 1ез епзет ез НЯ; 
501 4ез епзетЪ]ез С 4е с1аззе а; ‘4еах епзет ез Н; её Н; (1+7 
п’оп6 апсап ро сотой её 1а зошше Я. -Н, +... ЕН, -+... 
со1по14е ауес 1е зесшен& (0, 1). Бопс, 1ез епзет ез Н; её раг за\е 
1ейтз сотшр!6мепфагез ЯН; = СН; аррагеппеп$ ай согрз шахипат 
Че с1аззе м Фш а теуа Чел А ес ес О 

ТНЕОВЕМЕ ТУ. 5: Гоп зиррите а ипе трптив авпотфтаЙе 
4`’епзет 1 е; С а4е .с1аззе а 1еиг ратие соттипе, 1ез рагиез гезап- 
1ез зопр зврата фе; тёиетет аш тоуеп 4’епзет 4 ез сотр 6теп- 
1айг; аих епзет 4ез С 4е а35е а. 

Та абтоазтайой 4е се \6вотёше езф апа|осие А сеШе аа 
Вбогёте ИП. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОБГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ!Е РЕЗ ЗСТЕМСЕЗ ОЕ 1/08$5 


С1аззе дез зс1епсез Отделение математических 
тпапетайаиез её пабигецез и естественных наук 


Л. В. КЕЛДЫШ 


ВЕРХНИЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ КЛАССОВ ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ 
КОНСТИТУАНТ АНАЛИТИЧЕСКОГО ДОПОЛНЕНИЯ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В работе доказано четвертое неравенство Серпинского для дей- 
ствительных конституант. Из него получены оценки сверху классов 
этих конституант. 


Введение 


Известно, что всякое аналитическое дополнение разлагается 
В трансфинитную последовательность конституант измеримых В: 


Фо @- -.. + @ь+ ... + @8+ ... 0. 


В своем мемуаре (1) Н. Н. Лузин рассматривал новое разложение 
дополнения на конституанты. Используя неравенства Серпинского, 
он нашел верхние границы классов этих новых конституант и по- 
казал, что эти границы достигаются. Для приложения к некото- 
рым вопросам теории измеримых В-множеств необходимо рас- 
смотреть верхние границы классов конституант, определяемых 
прямолинейным решетом. Решение этой проблемы является зада- 
чей настоящей работы. Мы будем рассматривать множества, лежа- 
щие в пространстве Бэра * Ш». 

Плоским прямолинейным решетом С называется бес- 
конечное множество порций, лежащих на прямых с рациональ- 
‘ными ординатами, параллельных оси ОХ. Каждая порция п» ре- 
шета С называется его элементом. Множество Ё, ойределенное 
с помощью решета С, есть множество всех точек 2, пространства Г. 
таких, что прямая Р,, (5 = 5%) пересекает решето С по множеству 
С. которое не вполне упорядочено в положительном на- 
правлении оси ОХ. Если 7, — точка дополнительного множества СЁ, 


* Л, — множество всех иррациональных точек оси ОХ. Порцией называется 
множество всех точек пространства /,, расположенных между двумя рацио- 
нальными точками (терминология Н. Н. Лузина). 
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то множество С», вполне упорядочено в указанном направлении. 
Действительным индексом ШС решета С в точке хо 
называется соответствующее конечное или трансфинитное число. 
Действительной конституантой @„ называется множество точек 2%, 
для которых * 

шас = о. 


В цитированной статье Н. Н. Лузин вводит понятие прямо- 
угольного решета. Прямоугольным решетом называется совокуп- 
ность счетного множества прямоугольников, стороны которых па- 
раллельны осям координат и расположены таким образом, что 
если даны два прямоугольника Л и Д’, то возможны два случая: 
один из этих прямоугольников содержится в другом, или эти 
прямоугольники не имеют ни одной общей внутренней точки. 
Если Г — прямоугольное решето, то мы будем различать прямо- 
угольники по рангам. По определению прямоугольником первого 
ранга называется прямоугольник Д, который не содержится ни 
‚в одном другом прямоугольнике решета Г; прямоугольник А ре- 
шета Г называется прямоугольником ранга п, если он содержится 
в прямоугольнике Л’ ранга п — 1 и если он не содержится ни 
в одном прямоугольнике решета, содержашщемся в Л’. Мы будем 
обозначать через 5„ совокупность всех прямоугольников решета Г 
ранга п и через © общую часть всех 5»: 


9 = 5, -5.: ... т ... 


Множество © есть плоское точечное множество с иррациональ- 
ными абсциссами. Координата у может быть как рациональной, 
так и иррациональной. Ортогональная проекция © на область Л» 
есть аналитическое множество. Мы будем говорить, что это мно- 
жество определено решетом Г. 

Н. Н. Лузин показал (?), что всякое прямоугольное решето’ 
может быть преобразовано таким образом, что проекции на ось. 
ОУ прямоугольников д ранга 1 образуют возрастающую. 
последовательность интервалов 0%; и вообще, каков бы ни был 
прямоугольник Е ранга (п — 1), проекции на ось ОУ прямо- 
угольников ранга п, содержащихся в ДМ, образуют возрастаю- 
щую последовательность интервалов 0”. 

Наконец, пересчитаем множество всех рациональных точек оси 
ОУ: ть, го, ... , Тл, ...; Каково бы ни было целое положительное: 
число п, можно всегда предположить, что точка г» не принадле- 
жит ни к какому интервалу ‘о ранга п. Мы назовем такое ре- 
шето прямоугольным упорядоченным решетом. Вся- 


кому прямоугольному упорядоченному решету, которое определяет 
к 


* См. (В), отр, 7, 
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аналитическое множество В, соответствует прямолинейное решето С, 
состоящее из верхних сторон всех прямоугольников решета Г; 
прямолинейное решето определяет то же множество. Мы назовем 
решето С прямолинейным упорядоченным решетом или (по терми- 
нологии Н. Н. Лузина) элементарным решетом. Известно, 
что всякое А-множество может быть определено с помощью эле- 
ментарного решета. Вообще, если дано прямоугольное решето Г, мы 
можем легко получить прямолинейное решето С, которое определяет 
то же множество. Обратно, мы покажем, что при некоторых до- 
пущениях прямолинейному решету С можно поставить в соответ- 
ствие прямоугольное решето, определяющее то же множество. 
Пусть С — прямолинейное решето, определяющее множество Ё. 
Легко показать, что, не изменяя совокупности всех элементов 
решета и только разбивая некоторые из элементов на конечное 
число частей, можно достигнуть того, что каковы бы ни были 
два элемента этого решета п; и п, будет иметь место один из 
двух случаев: или ортогональная проекция одного из этих элемен- 
тов в область Л, содержится в ортогональной проекции другого, 
или же проекции элементов п; и т; не имеют ни одной общей точки. 
В самом деле, перенумеруем все элементы решета 


о е.. 


и предположим, что сумма (п — 1) первых элементов этой после- 
довательности представлена в виде множества элементов п! , п, .. 
.... Пи, Т > и—1 попарно без общих точек и что, таким образом, это 
конечное число элементов удовлетворяет нашему условию. Если 
система элементов т, 13, ..., Пт, ГП» удовлетворяет нашему усло- 
вию, то мы оставляем элемент п„ без изменения. Если нет, мы 
его разлагаем на конечное число порций пт-1, Пт», ..., Пи, Та- 


ким образом, что система п1, ... , Пи, Пи-а, ... › Пт, удовлетворяет 
нашему условию. После этого очевидно, что система элементов 
К, По съ 
совпадающая с решетом С, удовлетворяет нашему условию. 
Можно, кроме того, предположить, что каково бы ни было поло- 
жительное число =, существует только конечное число элемен- 
тов решета С, длины которых больше =. 
Докажем теперь, что 
Если дано прямолинейное решето С, определяющее аналитиче- 
ское множество Е, то существует прямоугольное решето Г, опре- 
деляющее то же множество и такое, что множество верхних 
сторон прямоугольников этого решета совпадает с решетом С. 
Предположим, что система элементов {пи} решета С удовле- 


творяет нашим двум условиям. Тогда, каков бы ни был элемент 
9* 
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п, решета С, существует только конечное число элементов решета, 
которые содержат проекцию элемента п». Пусть п, — произвольный 
элемент решета С, а п; — ближайший элемент, лежащий под ним 
и содержащий его проекцию. Построим прямоугольник А, у ко- 
торого верхней стороной является элемент п„, а нижняя сторона 
лежит внутри элемента п:. 

Если не существует элемента п;, удовлетворяющего подобным 
условиям, то нижняя сторона прямоугольника ДЛ, лежит на оси ОХ. 
Легко видеть, что совокупность всех прямоугольников об- 
разует прямоугольное решето. Действительно, если два прямо- 
угольника Л; и Д; имеют общую внутреннюю точку, то верхняя 
сторона одного из них лежит над верхней стороной другого. Пусть, 
например, п; — верхняя сторона А,, расположенная над г; на 
основании первого свойства решета С и метода построения прямо- 
угольников проекция элемента г; в область /Л, содержится в проек- 
ции элемента п;, но тогда прямоугольник А; содержится в прямо- 
угольнике Д.- 

Если два прямоугольника Д; и Д; имеют общую внутреннюю 
точку, то один из этих прямоугольников содержится в другом. 
Следовательно, совокупность всех прямоугольников Д„ образует 
прямоугольное решето Г. Множество верхних сторон всех прямо- 
угольников решета Г совпадает с прямолинейным решетом С. 
Заметим, что какова бы ни была точка х. пространства /Л,, прямая 
Р,‚, пересекает множество верхних сторон прямоугольников одного 
ранга во множестве, вполне упорядоченном в положительном на- 


правлении оси ОУ. Это следует из того, что под каждым прямо- 
угольником д ранга и существует только конечное число прямо- 
угольников того же ранга, содержащихся в одном и том же 
прямоугольнике м ранга и — 1: это— прямоугольники ранга п, 
содержащиеся в я проекции которых содержат проекцию 


прямоугольника А". 


Покажем теперь, что решето С определяет то же самое множе- 
ство Е, как и решето Г. Очевидно, что множество @, определяемое 
с помощью прямоугольного решета Г, содержится в Е, так как 
всякой цепи прямоугольников де т) д. т) а в...) имею- 
щей общую точку, соответствует падающая цепочка их верхних 
В А о р 

Нам остается доказать, что любая точка множества ЕЁ содер- 
жится во множестве @. Пусть х,—точка множества Ё. Множество 
С», точек решета С, расположенных на прямой Ра, не вполне 
упорядочено в положительном направлении оси ОУ. Следовательно, 


можно определить падающую цепочку точек множества Ск 
1, 92, -.., Ук, ... 
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Каждая последующая точка этой последовательности находится 
под предыдущей. 

Пусть у предельная точка этой последовательности. Пусть 

„самый нижний из элементов решета С, находящихся 
н а д точкой уи и, верхними сторонами прямоугольников 
первого ранга, и у › соответствующий прямоугольник. 

Мы найдем таким же образом элемент п„,, который совпадает 
с верхней стороной прямоугольника д второго ранга, содержа- 


1 
щегося в д — и т. д. Мы получим последовательность элементов 
решета С: 
р НЫ 


Каждый элемент п, совпадает с верхней стороной прямоуголь- 
ника бы. ранга А, содержащегося при предыдущем прямоуголь- 
нике М Мы получим цепочку прямоугольников решета 
И ооо = 

Точка у, общая всем этим прямоугольникам, лежит на прямой Р,,... 
Следовательно, ортогональная проекция этой точки в область Лх 
совпадает с ху и, значит, точка ху содержится в множестве @. Итак 
множество ©, определенное с помощью прямо- 
угольного решета Г, совпадает с множеством Ё, 
определенным с помощью прямолинейного ре- 


шета С. 
А 


Мы будем в дальнейшем называть решето Г соответствующим 
решету С и, наоборот, будем считать решето Г уже построенным. 

Из нашей теоремы, очевидно, вытекает такое следствие: 

Следствие. Каково бы ни было прямолинейное решето, опре- 
деляющее множество Е, существует элементарное решето С’, опре- 
деляющее то эке множество и такое, что для всякой точки ху 
множества, дополнительного к Е, имеет место равенство: 


№14..С” = в4..С. 


Действительно, пусть С произвольное прямолинейное решето, 
определяющее А-множество ЕЁ, а Г соответствующее прямоуголь- 
ное решето. Это прямоугольное решето может быть преобразовано 
в упорядоченное решето Г’. Решето Г’ можно и таким 
образом, что если какой-либо прямоугольник Л; (2 первого ранга 
находится над прямоугольником К первого ранга того же решета, 
то соответствующий прямоугольник д упорядоченного _ и 
Г’ расположен над соответствующим прямоугольником в. . Это 
всегда возможно, так как под каждым прямоугольником первого 
ранга решета Г существует не более, чем конечное число прямо- 
угольников того же ранга. Вообще, если прямоугольник ДА:” 
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(п) 
ранга и решета Г лежит над прямоугольником того же ранга Л; › 


то соответствующий прямоугольник д”) решета Г’ расположен 
над соответствующим прямоугольником АР Нусть С’ элемен- 
тарное решето, которое образовано верхними сторонами прямо- 
угольников упорядоченного решета Г’. Легко видеть, что какова бы 
ни была точка 2 дополнения к ЕЁ, множество С.„, подобно мно- 
жеству С... Следовательно, 
Ох.” == Ша..С. 
Ч В 

Отсюда следует, что каково бы ни было прямолинейное ре- 
шето С, определяющее множество ЕЁ, существует элементарное 
решето, определяющее то же множество и такое, что действитель- 
ные конституанты @., определенные с помощью прямолинейного 
решета С, таковы же, как действительные конституанты, опреде- 
ленные с помощью элементарного решета С”. Следовательно, для 
изучения действительных конституант множества © достаточно 
изучить конституанты, определенные с помощью элементарного 
решета. 

Мы рассмотрим в дальнейшем последовательность множеств, 
лежащих в пространстве /,, т. е. в множестве иррациональных 
точек оси ОХ. Рассмотрим теперь классы Бэра и Валле-Пуссена 


Коки ее 


Начальным классом Ко этой классификации является совокуп- 
ность всех множеств, которые являются суммами счетного числа 
порций так же, как и их дополнения. Основной операцией, которой 
пользуются при последовательном построении классов, является 
операция перехода к пределу. Известно, что всякий класс К, этой 
классификации содержит множества трех родов: 

1) прежде всего множества, называемые достижимыми снизу 
множествами класса д; это — множества, которые являются сум- 
мами счетного числа множеств предыдущих классов; мы обозна- 
чаем их, следуя Лузину, ша; 

2) затем множества, называемые элементами класса &; это—мно- 
жества, которые являются общей частью счетного числа множеств 
более низких классов; мы их обозначим 61а; 

3) наконец, оставшиеся множества класса ©, называемые не- 
достижимыми; мы обозначаем их Тласа. 

Если & число второго рода, то класс К. содержит множества, 
достижимые с двух сторон; это—множества, которые являются 
в одно и то же время и суммами и произведениями множеств 
низших классов. Они называются множествами базы В.. 

Всякое множество шасо является суммой счетного числа 
элементов класса = о без общих точек. 
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Если Е является либо множеством класса < &, либо Па, мы 
‘будем писать Е < ш!№; таким же образом, если Е — множества 
класса < од или 61а, мы будем писать* Е < 6]а; наконец, если 
известно только, что множество Ё принадлежит классу а, мы будем 
писать Е = Шаса. 


Доказательство четвертого неравенетва Серпинского для действи- 
тельных конституант 


В упомянутом выше мемуаре Н. Н. Лузин использует для 
определения классов «кажущихся» конституант** четыре неравен- 
ства Серпинского. Последнее из этих неравенств выражает связь 
между числом о. и классом суммы «кажущихся» конституант индек- 
сов, меньших 9. 

Для определения верхних границ действительных консти- 
туант нам нужны будут аналогичные неравенства, которые вы- 
ражают связь между числом а и классом суммы действительных 
конституант с индексами, меньшими, чем д. 

Пусть Е произвольное А-множество и © его дополнение. 

Пусть 


Фб=Ф +: 021... 6.4... ® 


разложение множества @ на конституанты, определенные с помощью 
решета С. Следуя Н. Н. Лузину, мы обозначим через о, сумму 
всех действительных конституант, номера которых меньше в: 


бе. = бо РФ: +... + оь-..: В ов- .-. 9. 


Очевидно, 91 = фо и с, — пустое множество; в зависимости от слу- 
чая четвертое неравенство может быть записано следующими фор- 


‘мулами: 
6 = = Ш! 24; 


а 
р бар < 61 (24-1), 8 < а"; 
с бану в < ас (2-1), п> 1, В < а". 


Заметим, что 0, = фо является замкнутым множеством; следова- 
тельно, 0, < 611. Таким же образом *** бд, = 611, где п произ- 


* Н. Н. Лузин обозначает через < 61“ множество, которое является либо 
множеством класса «а, либо 61“, либо И. Но нам удобнее несколько из- 
менить эти обозначения. 

** «СопзИиаще аррагепе», см. лит. (1), стр. 6—7. 

*** с, является множеством в, для произвольного решета порядка п — 1, 
которое получится из решета С отбрасыванием на каждой прямой Ра п—1 
первых точек решета С, если они существуют. См. (2), стр. 189—190. Легко 
видеть, что производное решето порядка п— 1 остается прямоугольным 


решетом. 
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вольное целое число; о, не более, чем множество типа Р., бь < 
= 1112, так как бо ==... би. 

Предположим теперь, что неравенства а, В и с имеют место 
для каждого числа а’ < а; мы покажем, что в этом случае они 
остаются верными также для числа 4. 

В самом деле, неравенство с,„=< ШЁ2& является следствием 


со 
неравенства б,„ < Шас (2а’--1), так как с„„ = Уз. 
п-1 
9—1 существует, и 6 = У б, если а число второго рода. 


„› если 


< 
1 
Множество с„.,, получается следующим образом. Пусть А? ь 
(1) (1) 
д’, ..., А», --: прямоугольники первого ранга решета Г, соот- 


ветствующего С, и пусть С„ часть решета С, содержащаяся 


1 
в прямоугольнике д Обозначим через с“) множество всех точек 


[о 


, для которых Ш4хС, <", 0® = 29а. Тогда 
б (0. <) с) 
« 


0°+1 = 0. д * ба ›-.- ...у 


так как, какова бы ни была точка Х,, имеет место неравенство * 


со 
Я, 6 = № 1194; Сь 
П=1 
и каково бы ни было число п, если 19,,С, < 9", то ш4;,С < а<. 
Следовательно, ба. : < 61 (2% -- 1). 

Нам остается доказать неравенство Ъ для случая а 0“ 
и неравенство е. 

Рассмотрим прежде всего одну новую систему множеств, кото- 
рые нам будут полезны в дальнейшем. Пусть Г прямоугольное 
решето, соответствующее решету С, и пусть х% точка простран- 
ства /Л. такая, что прямая Р.;, пересекает бесконечное множество 
прямоугольников первого ранга решета Г. Мы обозначим через 
8» множество всех этих точек. 

Легко видеть, что 6, содержит все конституанты номера о. где 
о произвольное число второго рода, и что 6. не более, чем 
элемент второго класса. В самом деле, пусть п, проекция на 
ось ОХ прямоугольника а первого ранга. Очевидно, 8. = Пт». 


и>со 


Пусть Л, прямоугольник решета Г любого ранга (все прямо- 
угольники перенумерованы) и пусть д, множество 8» для части 
решета Г, содержащейся в ^Л,. Обозначим через 8, сумму всех 


ма сп 
множеств д%; 8% = р (мы обозначаем через Л, прямоугольник, 


п=0 


содержащий все решето Г). Очевидно, 8, < Ш{!3. Предположим 


* При этом нужно предположить, что прямоугольники перенумерованы, 
так, что если один из них лежит над другим, то он имеет и больший номер. 
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теперь, что множество 65,„ уже определено для некоторого числа а. 
Мы строим множество ве. исходя из 0 „, таким же образом, как 
множество д. построено, исходя из 5. Далее, строим множество 
8 „а. следующим образом. Пусть о. множество 5’, для части 
решета Г, лежащей в прямоугольнике первого ранга; тогда по 


о 
определению 5. = ад Пусть теперь © число второго рода 


пй=>со 


# предположим, что множества 6 „ определены для всех чисел 
’ | х ^ 
& < а. Мы обозначим через 8 „ общую часть всех множеств 8 


5 
а =П о. ИО 
а’ <а‘ 


т 
«9 


Рассмотрим теперь некоторые свойства множеств 8, „. 

Первое свойство. Каково бы ни было число З> а, мно- 
исество 8 „„ содержит конституанты с номером | 98, где * 
любое конечное или трансфинитное число. 

Мы уже видели, что этим свойством обладает множество 5... 
Множество 8, содержит все конституанты © у+ь) Каковы бы ни 
были числа и 8. Предположим теперь, что Т то свойство имеет 
место для некоторого трансфинитного числа а, и покажем, что 
оно сохраняется и для числа &--1. Действительно, пусть Она 
конституанта номера 1 - 9, В> а«--1, и пусть ху точка этой 
конституанты; нужно показать, что ху С ба. 

Мы имеем Ш4,С = | 9; следовательно, существует бес- 
конечное множество прямоугольников решета Г первого ранга 
Ана м”. и А, ‚... таких, что, каково бы ни было число п», 
имеет место неравенство ое 08. В каждом из этих 
прямоугольников А существует по крайней мере один прямо- 
угольник какого-то ранга и, Д„ такой, что Па С; =70° 
им может совпадать с ДС р Точка х содержится в конституанте 
номера 0" решета С„,, содержащегося внутри прямоугольника Л, 
В силу нашего предположения точка хо содержится в множестве 


ях 


р (этот символ обозначает множество 8,„ для решета С„,). Зна- 


п 
чит, точка 55 содержится также в множестве 8 о вы так как прямо- 


1 
угольник Л „, содержится в прямоугольнике и ) И это имеет место, 
каково бы ее было число А. Следовательно, ‘точка Хо содержится 


в верхнем предельном множестве для множеств В ый но О ен =— 


Та Вы и, следовательно, точка ху содержится в множестве 6... . 
п> со 


Так как 25 произвольная точка конституанты Фу ‚ Ва, 
то 


Фуьй ‚15: Он ) 8 = в. -- ь 


Пусть теперь & число второго рода, и предположим, что 
0 
наше свойство имеет место для всех чисел а’ < в. Пусть В число 
© 
большее или равное а, тогда, по предположению, ФВ Сб 
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х’ < а. Следовательно, быв содержится и в общей части всех 


множеств да, @’<о, нНОоН 8 „=0,„ и, следовательно, 
<< 


був 38, Ва, 120. 
Ч тд. 
Докажем теперь второе свойство множеств 8,„. Пусть Фо 


точка множества 8,» и п, элемент прямолинейного решета С, 
содержащий точку на прямой Р... 

Второе свойство. Если множество точек решета С, распо- 
лоэженное на прямой Р.., (20-8 „=) над каким-нибудь элементом реше- 
та, вполне упорядочено в положительном направлении оси ОУ, то 
тип этого множества не меньше, чем в". 

Это свойство очевидно для случая а =1. Покажем, что если 
оно имеет место для некоторого числа &, то оно верно и для 
числа &«--1. Действительно, пусть Хх. точка множества бан, 
а т элемент решета С, пересекающий прямую ВР... 

В силу 8 ал: — Поз ® над элементом т существует беско- 


И—>со 
нечное множество прямоугольников решета Г первого ранга о 
д ы АЕ ... Таких, что 2% принадлежит ко всякому мно- 
жеству 5 № (так как может существовать не более конечного числа 
прямоугольников первого ранга, лежащих под элементом т). 

Предположим теперь, что множество Е точек решета С, рас- 
положенных на прямой Р.., над т, вполне упорядочено в положи- 
тельном направлении оси ОУ; тогда множество С„,„»х, точек решета 


‘С„,, расположенных на прямой Р,,, также упорядочено в том 


же направлении. Но. точка 2, содержится в множестве 8. и 5 = 


== Уз и значит, в силу нашего предположения, тип всякого 
А; СА 
множества С»,»х, не меньше, чем 6“. И так как ИВ элементом п 
существует бесконечно много прямоугольников Д@ 
ства С©) не меньше, чем “+1. 
Пусть теперь & о второго рода; предположим, что наше 
свойство имеет место для всех чисел д’«а. Пусть 4% точка 
множества 5,“ и г элемент решета С, пересекающий прямую Р,., 


и ), то тип множе- 


Предположим, что множество с” вполне упорядочено и что тип 
этого множества меньше, чем в“. ‘В этом случае существует число 
8, меньшее & и такое, что тип множества аа меньше, чем в8. 


Но это невозможно, так как 9 в = П6«, и, значит, 5 содер- 
<< 


жится в множестве 5, „в И тип множества ое не меньше, чем ©В. 


Мы пришли к противоречию, и, следовательно, тип множества С 
не меньше, чем ©“. 


О Ь 
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Мы покажем теперь, что классы множеств д, и 5’, удовлетво- 
2 «2% в! У. 
ряют следующим неравенствам: 


8 < 6124, 8’. = шЕ2а--1). 


Заметим, что второе из этих неравенств является следствием 
первого. Мы видели, что 8, = 612 и 8, < П! 3; следовательно, 
неравенства имеют место для случая о =1. Предположим теперь, 
что они имеют место для числа д, и покажем, что они сохраняются 
для числа о.--1. Действительно, по определению 9 инь = т 5”, 


и—>со 


и вследотвие 6%, < 11(2% |1) мы получим 8. < 61 2% 2 = 
= 612(&-- 1). 
о Пусть теперь & число второго рода и пусть 8,» < 6124’ для 
всех чисел в’<а; 8, = П 8, и, следовательно, 8,„ < 6129. 
&’<а 
Е 

Вернемся к доказательству неравенства Ъ для случая 8>1. 
Заметим предварительно, что из неравенства с,„., < @ (2а + 1) 
следует, что 


так как Фея — Чрез бу. 

Для определения верхней границы класса множества 0., после 
того как она известна для множества б., © < 8, достаточно опре- 
делить верхнюю границу классов множеств ©, —0,. Возможны 
два случая: 

ПЕРВЫЙ СЛУЧАЙ: вх — число первого рода. 

В этом случае число в* - 8’, 3’< 0" может быть прецставлено 
в виде 0“ - 01 -- 3,1 где п целое число или нуль, 1 < 9 — 
< 01-1. Легко видеть, что это множество может быть пред- 
ставлено в виде суммы конечного числа множеств следующим 


образом: 


п—1 
ИР = би № [брео Иа) пы бро Аааа | =. 
®=0 
ПР ВЕЕР (1) 


Каждое слагаемое этой суммы, за исключением первого, имеет вид: 


РЕ 
бою бобой-ьи? рю 1. 


Нам достаточно, следовательно, рассмотреть множество такого 


вида. Пусть Ё фиксированное целое число и пусть 9, точка 


— — —1 < неравенства 
множества ба „13 —бъаь" 141 Из нера 


0 | 6-11 < Шах С < 9" + 9-3 
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следует, что существует Ё--1 элементов решета Ао 
п,, ...., Пи, Таких, что в этой последовательности каждый по- 
следующий элемент расположен над предыдущим, 
и что действительный индекс в точке ху части решета С, распо- 
ложенной под п„,, равен в точности ©“; действительный индекс 
в точке 2, части решета С, расположенной между двумя после- 
довательными элементами п»; и пи,., в точности равен ©**, а дей- 
ствительный индекс в точке х, части решета С, расположенной 
над элементом п„,, включая самый элемент, меньше 3. 
Обозначим теперь через ©. конституанту номера ©” части ре- 
шета С, расположенной под п»; через ©", 0 = кон- 
ституанту индекса 0“ части решета С, расположенной между 


элементами пи, и пи,,,, и через с„^ множество с, для части решета С, 


расположенной над элементами г„,, включая этот элемент *. 
Очевидно, что точка 25 содержится в общей части всех мно- 


жеств Фе м бе Обратно, какова бы ни была 
труппа А +1 целых чисел 7%, П1, ..., Пь таких, что элементы пи, 
Пи, ›.... Ти, Образуют восходящую последовательность, для всякой 


точки 2, входящей в пересечение указанных множеств, имеет 
место неравенство 0“ + 6" + 1 < шах, С < 9* + 9 + В. 
Пересчитаем всевозможные группы элементов решета С по 
Е 1 элементов, образующие восходящие последовательности. 
Пусть т номер группы Пи, Пи,,...,П,,; обозначим общую часть 
а То Поп У 
множеств А. о 0.’ через Е» и рассмотрим 
сумму всех множеств г Легко видеть, что 
со 
<“) 
= > Ет. 


7И=1 


6 паб а3 ба + вет 


Мы имеем: 
Са), ба О 1), таб ©) 


следовательно, 
Ет < 61 (2 + 1). 

Легко видеть, что два множества Ё; и Е; не имеют общей 
точки. В самом деле, предположим, что точка хо принадлежит 
одновременно двум множествам Е; и Е;, #7. Пусть А аж 
п„, группа номера в, а п», п»; .., пы, группа номера 7. Эле- 
мент п, должен быть тождественен с элементом п’,, так как если 
действительный индекс в точке х, части решета С, расположен- 
ной под п„., равен 0“, то индекс в той же точке части решета С, 


* ть 
Множество е^ целиком лежит в отрезке, в который проектируется 


элемент т„,. 


юм 
1 
< 
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расположенной под другим элементом, не может быть равным ‹. 
Если группы элементов пи,, ..., Пи, ИП, ..., Па не тожде- 
ственны, то существует элемент одной группы, расположенный 
между двумя последовательными элементами другой. Пусть, напри- 
мер, п», элемент второй группы, расположенный между элемен- 
тами ти, и т,,, первой. Индекс в точке ху части решета С, рас- 
положенной между элементами ги, и п„,.,, равен “*; тогда индекс 
в точке 25 части решета С, расположенной между элементами к», 
и п,„., должен быть меньше, чем ©“*, что невозможно, так как 
этот индекс должен быть по крайней мере равен @°* (в силу 
того что число 9“ не может быть представлено как сумма двух 
чисел, меньших, чем @°—*). 

Итак, группа номера + совпадает с группой номера }, т. е. 
Е, = Е; `если у них существует хоть одна общая точка. Следова- 
тельно, для случая #-- ] множества Ё; и Е; не имеют общих точек. 

Мы покажем теперь, что всякое множество Еш отделимо от 
суммы всех остальных ХЕ; посредством множества ет, класс 


=-т 
которого не больше, чем 2% —1. 
Пусть, например, п»,, п»,, ..., п», группа элементов решета 


С, с помощью которого построено множество Е». Рассмотрим 
прямоугольник Л», прямоугольного решета Г, верхняя сторона 
которого совпадает с п„,. Легко видеть, что если точка Хо содер- 
жится в @”‘,, то она содержится и в @”®, где через о обозна- 
чена действительная конституанта прямолинейного решета Си, . 
Рассмотрим теперь множество 8"°,_,, т. е. множество 8». для 
решета С„,; из предыдущего и из первого свойства множеств ди, 


п 
следует, что множество м. _, содержит множество фа: Следова- 
петь 
тельно, общая часть множеств 9%, фаы, ..., @ аа, 08° бодер- 
жит множество Ё„. Обозначим эту общую часть через еж, Ет С 
п В з 
С еж. В силу неравенства 6 *,-, < 612 (& —1) и неравенств (2) имеем: 


ет < 61 (29. —1). 


Покажем, что два множества е; ие; не имеют общей 
точки. Заметим предварительно, что действительный индекс 
в точке ту в части решета С, расположенной над Пиз, больше, чем 
60° А, и меньше, чем ©“ К -|- 8. Предположим, что точка 1. прина- 
длежит двум множествам: е; ие;. Пусть (тпи,, ..-, Пих) и (Пи, -.-, Пи) 
две группы элементов, с помощью которых эти множества по- 
строены. Покажем, что элементы пи, и п, Должны быть тожде- 
ственны. Действительно, предположим, что т,. лежит под Пи. 
Множество, расположенное на прямой Р» над т»., вполне упо- 
рядочено, и в силу второго свойства множеств 5, действительный 
индекс в точке ту части решета С, расположенной между элемен- 
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тами п, и п„,, не меньше, чем °-' (так как ВЫ И так 
как индекс в точке ху части решета С, расположенной над ти, 
больше, чем 0“-1й, то индекс в точке хо части решета С, распо- 
ложенной над ги’, больше, чем 0“ (Ё --1). Но это невозможно, 
так как этот индекс должен быть меньше, чем 6“ К -- В; следо- 
вательно, он не больше, чем ©“ (ЕЁ -- 1), так как В = 4. 

Таким образом элементы т, и п„. должны быть тождественны. 
Отсюда следует немедленно, что группы ти,, -.., Пи, И Пи, ..., 
п,; тождественны (см. доказательство того, что множество Е; и Е; не 
имеют общей точки), и, следовательно, два множества е; и е; не 
имеют общей точки. 
 Отоюда следует, что множество бо е-1ь уз бе а 
23 < 0-1 -- 1 является суммой счетного числа элементов Ё„ класса 
не более, чем 2а 41, таких, что каждый из этих элементов отде- 
лим от суммы всех остальных множеством класса не более, 
чем 2% —1. Значит множество бое ьа-1 143 — ба. а-1ь41 МО 
является не более, чем элементом класса 29 1. 

Вследствие равенства (1) множество ба мВ < 0“ является 
суммой конечного числа элементов класса не выше, чем 24 + 1, 
и, следовательно, само оно не более, чем элемент класса 2& 1. 

ВТОРОЙ СЛУЧАЙ: «—число второго рода. 

В этом случае, каково бы ни было число 8, меньшее, чем 6*, 
существует число д’ меньшее, чем а, такое, что 8 < в". Чтобы 
определить классе множества б,.,; —б,э.:, Нужно рассмотреть 
для каждого элемента тп», решета С множество ЁЕ„, которое яв- 
ляется пересечением двух множеств: фа и С (эти два множества 
определяются таким же образом, как и для первого случая). 

Легко показать, что множество бе. ;—0,а.,, Является сум- 
мой всех множеств Е, и что каждое множество Е, содержится 
в множестве е„ класса не более, ч‚м 2а„. Множество е„ есть общая 
часть двух множеств 8". и с. Можио, наконец, показать, что 
множества е„ попарно не лмек ` общих точек. Отсюда легко за- 
ключить, как и в первом случае, что множество 6,0. ; — С а—1, 
а вместе с ним и множество 0,.,,; есть элемент класса не выше, 
чем 2% |-1. Доказательства такие же, как и в первом случае. 

Перейдем теперь к доказательству неравенства с: 


бь виз < ас (2% -- 1), В < 0", п>1. 


Множество бьа,зз Может быть представлено в виде суммы 
конечного числа слагаемых следующим образом: 


п—1 
бен — бъа4 1 -- р ЕнОЫ ых 
&=1 


+ отв ^ в. ви 11 
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Каждый элемент этой суммы, кроме первого, имеет вид б, вая 
о 
— С: В < 00° --1; следовательно, нам достаточно изучить 
класс этих последних множеств. Пусть 2 точка множества 
6.50; 48 —б „ал 41 Из неравенства 


о -- 1 = 114,,С < ©" -- 8; В = о 1 


следует, что существует Ё элементов решета С пи, , п,,, ..., их 
образующих возрастающую последовательность и таких, что ин- 
декс в точке лу части решета С, расположенной под п„, или 
между двумя последовательными элементами п»; и т», в точности 
равен 6“, а индекс в точке лу части решета С, расположенной 
над п», включая этот элемент, меньше, чем 8. Пусть т номер 
группы ти,, Пл,, ..., Пи,; точка ло содержится в множестве Ем, 
которое является общей частью множеств 0”, ‚ "*;"*..., ый о 
(обозначения те же, как при доказательстве неравенства Ъ). 
Легко видеть, что множество 9,.,.;— 9 является суммой 


«бк --1 
всех множеств т Имеют место неравенства: 


Фуа < 61 (2% -- 1), биг < 6 (2 |1), ву’ = 61 (2 + 1) 


и, следовательно, 
Е <& (2% +1). 


Множество 6-6 бъет является, следовательно, суммой счет- 
ного числа элементов класса не выше, чем 2% 1. Можно показать 
таким же образом, как для случая неравенства №, что множества 
Ет попарно не имеют общих точек. 

Мы покажем, что каждый из этих элементов отделим 
от всех остальных с помощью множества класса 
не выше, чем 2&. Действительно, пусть пи.) ..., п», — группа 
элементов, с помощью которой построено множество Еш. Рас- 
смотрим прямоугольники Л„,..., А„, прямоугольного решета Г, 
которые соответствуют элементам т„,, ..., пи,. Легко видеть, что 
если действительный индекс в точке 7 части решета С, располо- 
женной между элементами ти; и ти,.,, равен ©“, то действительный 
индекс в точке 2 решета С„,,, расположенного внутри прямо- 
угольника Л„,., имеет вид \| + 0*, | > 0. 

Рассмотрим теперь множества 5%, ..., №, 9 «. Вследствие 
предыдущего замечания и вследствие первого свойства множеств 


8 = каждое множество 5", содержит соответствующее множество 
О 
Оз“ ‘ 
п И ;—17 у пк ПА о 
о бы Во ЕО Ро 


п : = п’. 
Следовательно, общая часть множества би, ..., ба ‘И ба РО, а. 
содержит множество Е. Обозначим эту общую часть через см. 


280 Л. В. КЕЛДЫШ 


Вследствие неравенств 5”, < 6124, 8. < 612а и с"® < 12а мы 
имеем: 
ет —<.Тпас 24. 

Покажем теперь, что множество Ё„ отделено посредством мно- 
жества ем от суммы всех множеств Е;, 5+ т. Действительно, 
предположим противное. Пусть ху точка множества Ё;, [= т, 
содержащаяся в е»; рассмотрим две группы элементов решета С, 
с помощью которых множества ем и Е; построены: пусть пи,,..., 
т,, группа номера т и т,.,... т», группа номера 1. Суще- 
ствует по крайней мере один элемент второй группы, отличный 
от всех элементов первой группы. Пусть, п„., такой элемент. Эле- 
мент п. расположен непосредственно над одним из элементов 
первой группы п„, или над осью- ОХ. Действительный индекс 
части решета С, расположенной между элементами п», и п»; (или 
между осью ОХ и п,;), больше или равен 9“, так как %2©С 


тете ео е 
С @,=„ . Действительный индекс в точке х части решета С, 


расположенной между пи; и п»,,,, не меньше, чем ©“, так как ХС 


ое следовательно, существует по крайней мере А -- 1 элемен- 
тов решета Пи,, ..., Пь, Пи, Пи) --.› Пи, Таких, что действи- 
тельный индекс в точке х части решета С, расположенной между 
двумя последовательными элементами этой группы, по крайней 
мере равен ‹“; отсюда следует неравенство 


4. С > 6 (Е 1) +1. 


Но это невозможно, так как для точки 1, содержащейся в мно- 
жестве Ё;, должно иметь место неравенство: 


114. С < ЕВ, 3 < в |4. 


Следовательно, множество е» отделяет множество ЕЁ» от всех мно 
жеств Е;, в -Е т. 

Таким образом множество б,а,.; —0,е,., Является суммой 
элементов класса не выше, чем 2а --1, одновременно отделенных 
друг от друга с помощью множеств низших классов. Но в этом 
случае множество би; —б,ак., САмо является множеством 


класса не выше, чем 2а -- 1*. Следовательно, и множество мк 


есть множество класса не выше, чем 29-1. Это множество 
является суммой конечного числа изолированных множеств класса 
2. 1 **. 

ч. т. Д. 


* См. (2), стр. 71—72. 

** Изолированным множеством называется множество, которое является 
суммой счетного множества элементов, каждый из которых отделим от суммы 
всех остальных. 
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Мы можем теперь указать верхние границы для классов дей- 
ствительных конституант дополнения к А-множеству. Мы уже 
видели, что ©“ < 61 (24. -- 1). Рассмотрим теперь множество @ ва 
В < =, т. е. действительную конституанту номера «= -|- 9’. Легко 
видеть, что Фъачв, = С а “бе. М На основании неравен- 
ства Ъ мы можем заключить, что © ‚ве. @сть разность двух эле- 
ментов класса не выше, чем 2% |1. Повторяя шаг за шагом 
доказательство неравенства Ъ для случая 3 >> 1 и заменяя только 


+7 


множества Ср через о мы можем доказать следующее нера- 


венство: 
я 2 
Ф зав, < @ (2% 1), В’ < 9°. 
Наконец, из неравенства © следует, что 


бега < Шас (20. -- 1), п>1, ОВ < о", 


так как Фоетув Он ба, Заметим, что, повторяя 


доказательство неравенства © и заменяя только ы через 6%, 
мы можем показать, что Обл есть изолированное множество 
класса не выше 29 1. Следовательно, это множество класса 
2% 1 и подкласса не выше о. 

Резюмируя, мы имеем для классов действительных конституант 
дополнений к А-множеству следующие неравенства: 


Фе. = 61 (24. Г 1), бое = 1501 (20. ах 1), 
О=3-< о, ЕЁ О=В< о", 


где 130] & обозначает изолированное множество класса в, и где мы 
пишем Ё < 1301 а, если Е либо множество класса «а, либо ПМ, 
либо 6]а, либо изолированное множество класса 4. 


Математич. институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. ро. 193 
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Т,.. КЕГОУСН. $ОВ ТЕЗ ВОВМЕЗ ЗОРЁВЕОКЕ$ РЕЗ СГАЗЗЕБ ПЕ 
СОМ$ТТОАМТЕ$ ВЕЕГЕ$ Ю’ОМ СОМРГЁМЕМТАЦВЕ АМАГУТ!ООЕ 
ВЕЗОМЕ 

Те рб 4е сеф агИс]е езф 1а Чёфегилта®юоп 4ез Ъогпез зарёмей- 
гез Чез с]аззез 4ез сопзИбиатез 4’ип сотр! тепфалге апа!уйаче 
61 аа шоуеп 9’ип сте гес 1 1те. М№оиз 4оппопз & сез сот тап- 
4ез 1е пот 4е «сопзиатфез гбеПез» ропг ]ез 413 пемег 4ез «сопзИфи 
апфез аррагапфез» ди! опф 646 6хатттбез раг М. Газа *. 

№13 зиррозопз аие 1ез епзештЬ]ез апа]1уйдиез сопз196г65 500% 
$1665 Чапз 1е доташе фоп4атепфа]. 

№15 96топётопз 4’афотг@ ди’@4апт аоппё ип сте тесте 
диесопдие С, д аёйпи ип епзет Це апщуидие Е, оп реш соп- 
тите ип сте тедапршалте ** Г аёйтаззат 1е тёте епзет в е 
16, дие Гепзет фе 4ез }асез зирётеигез 4ез тесап ез 4е се сте 
сопе4е афес 1е сте С. 

№ 1$ с003146гопз 1а с1азз1\Исавоп 4е Ваше 4е 1а УаПве-Роизят 
еф, еп зшуап® Глаз, поз 9651епопз раг 61а. 1ез 616тепёз 4е с]аззе а, 
раг о 1ез епзет ]ез 4е с1аззе ах ассезз1]ез 16 тепгетепф. 

Е вап чп епзетЪ ]е 4е с]аззе шЁ6т1епте & д оп Меп чп Ш 
(61а), помз 6сттопз Ё < Ша (Е < 61а). 

ЕпНи, $1 1а с]аззе 4е Е езё аи раз 6кайе & а поз 6сйтопз 
Е < Штаса. 

Роиг 464егитатег 1ез с]аззез 4ез сопзИпатез аррагап%ез 
Гази ии3е даафге ш6са$65 диез & З1еграизЕ1 ***. 

Ропг А6%егилиег 1ез Богпез зарётеитез 4ез с]аззез Ч4ез сор а- 
апфез гбе1]ез; пош$ аигопз Безоти 4’апе 116ра!146 апа]осие & 1а 
фаафмёте 4е сез 1п6ра!166$. 


№15 46912п0п$ раг в, 1а зошше 4ез сопзйф$иатфез гбеПез 4опф 
1ез 1191сез 300% и6мейгз А а: 


и о 


А]0г$,” за1уапф 1ез саз, 1а даайаёте ш6са166 репф &те ‘6сгце 
Чапз ?’ипе 4ез {огтаез зиуапцез: 


а) с, < Ш! 24; Ъ) 0,.., < (2а +1); В< ох; 
С) бов < пас (2а + 1); п> 1, В< в". 

П е56 а136 4е уош дае Гоп а „< 1, п 60% ца епыег 
роз её раг зиЦе с., < 112. М№ 1$ заррозопз дие 1ез 6а11463 
а), Ъ) её с) опф Пеи ропг сВадае пошЬге а’ а, её пошз 46топ- 
фгопз фи’еПез гезбепф епсоге угалез рошг 1е пошбге « 1 шёше. 

А К ЖЕ, 
Г’\пбра! 6 а) её ппе сопзв6аиепсе 4е 1’п6ха1116 0, < Тпас (24а -- 

* Апп. аеПа В. 5с. М№огт. Бир. 41 Р1за, 1933. | 


** СтЫе {огпа6 4ез гесбап?1ез. 
*** Гизтп, 10С. с., р. 6—7. 
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+1), а’ а. Риз оп оБйешт 0—1: Че 1а таплёге змуаще: бой 
Д® ип тесфапя]е 4е гапх 1 4а сте гесфапаща1те Г соггезропаал 
А С. Оп 4вяие раг с”) ГепзетЫе с, Ч6Ния аи шоуеп @4е 1а 


рагйе 4 ст1е С сошепа 4апз Д®. А1огз, оп а: 


Е 


—- 3 ... ... 
ба б „а > @ 


650.1 


её 17’106ра1146 9,., < 61 (2а--1) езф пе сопз6ацепсе 4е 1’лт6ра- 
1146 а). 

П зИ ропг 1а сопзлаще фе @’и@1сед: ©, = 61 (2а + 1). 

П помз гезе & абтаопег Г1п6ра1 46 Ъ) 4апз 1е саз 1<В < о“ е 
171п6раП 6 с). 

Рог а6топфтег сез 1165а11465 пойз сопз1@6гопз 1е зузфёше 4ез 
епзетез аах1Шёгез 8, « её 5’... №13 9651010опз раг 8, Гепзете 
4е 1013 1е5 ро1пф$ х 4е]5 дие 1а дгоце х=ху соире ппе шПпиб 
4е гесбаро]ез Ча стае Г 4е 'тапо 1; её пойз 4691епоп$ раг 8%, 1а 
зотлае 4е $0т$ 1е$ епзетЬ]ез 8, 5) 6$ап$ ип опзет е 8, ропг 
]а рагйе 4а сгЫе Г зЦабе Чапз 1е гесфап]е Д„ Че гапе аие]- 
сопачце. Г, ’епзете д,„ 6&апё а6Йпл, оп сопзбтай 5’ „еп рагфапф 4е 
5 «- Че 1а шёше тшап1ёге сошше оп а сопз{тий д, еп рагфапф 4е 8... 
50% шайцепаюф 65”, Гепзет Ме 5’. рог 1а раме а сме Г 
зИл6е Чапз 1е тесфапо]е ды е гапо 1. А]отз раг И6ПаИаой дъя+т = 


= Пт ЖИ: $1 а езф ип поште @4е зесоп4е езрёсе поз ауопз 
п>со 
бра — П =. 
а’<« 


№ 5$ Ч6топёгоп$ запз ай са 6 1е5 шеза11465 
Ва —= 6124, 8. = Ш (2а 1) 


еф Чейх ргорг16ёз 4ез епзетез да: 

1. Опе| дие зо 1е потфте В > в. Гепзет @е 8, сопцетё 1а соп- 
яииате @’тйее у- о’, у “ат ип потфте рта ои атапзрт дие- 
сопдие: 


8 а. Е ФВ, 3 = 0, 2-0. 

2. 51 1е ройй ху аррагиет @ 8, её Гепзет Ме 4ез ропиз аи 
сте С зйи65 зит 1а атойе х = хз ай 4еззиз Фип ройй дийсопдие 
ез{ блеп отаоппё зилоат 1а @тесиоп розйлее 4е Гахе ОТ, @ ре 
4е сеё епзет Ме её аш тотз ввай а 9“. 

Раюз 1е саз ой & езё ип пошЬтге 4е ргеголёге езрёсе И зи 4е 
1’6 рае: 

10* 
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Ал — 
ОВ Эа № [рае -—1 (+191 За ни-И т 


—е [63 ГВ | 
п—0; В — 0 15-0, 


фае ромг автоштег Г1тбоаИ 6 Ъ) И заН\ц Че соп$1А6гег |а с1аззе 
2’ = 
де Гепзет е [ба „оли — бъа | вау] 1 < 0% зао. 
№15 папб6гобоп$ ташфепапф $03 1е5 огопрез 4е А -- 1 616 тепёз 
Пи.) Кл, ++.) Мик Ча се С %е1$ дие свадие 616тепф 4е се сгопре езё 
160 4 


$166 ац 4еззиз 4е се! чит Пе ргесё4е. О6з1епопз раг @”*, Та сопзёит- 
ап{4е 4’ п41се «“ 4е 1а рагМе ди сгИе С зфабе аа 4еззоиз 4е п,,, 

п; ь : . . вр р 
раг "2" , О<ь< А Па сопзб бане АЗт@1се 9” ` 4е 1а рагие 


@—1 2 


ди сте С забабе епёге 1ез 6]6тепё$ ги; её п»,, её раг 51 Геп- 
Ые с.. ромг 1а рагМе 4а сге С зйабе аи Чеззаз 4е ?616- 
ета "р р 


тер п.,, се 616тепф у сотрта5. 
№ 0$ 4691топз раг Е» 1а рагМе сопипипе 4ез епзет ез @”*,, 
ПП ПЕ , р 
фата, -.. Фор, 08’, т 64а 1е питёго 4 втопре пи, Пи, › .--, Пи 
её поиз А6тлоп&топ$ {ас Петепф дие 


со 
6 ее < 
090—187 2 0 @—1 Е. РЫ т“ 
т=1 


б 


Опа Е, < {1 (2% + 1). Тез 4ешх епзетез Е; её Е; п’опё апсип 
ро сошиии. Мойз 46919попз раг 5'*._1 ГепзетЫе 8, „_1 роще а 
рагые ди сте Г збабе дапз ]е гесфапо]е А. соггезроп4апф а 17616- 
мет т», , её поз соп$146гопз ’епзетЫе е„, ди1 е5 1а раге соттачпе Чез 
о. сз. 

Опа 6у14еттепт$ ет < 61 (& — 1), её поз а6топ%гоп$, дие Г6ётепи 


Еж е8& з6рагё 4е 1а зотте УЕ. аи тоуеп 4е Гепзет фе ет. П еп 
тт 
За Че: ба ваще — Че >! (2% + 1). 
С; ОЕ № 

Га 46топзгайоп 4е 1’1л60а16 Ъ) дапз 1е саз ой д е5 ип 
потпфге 4е зесоп4е езрёсе её 4е 1абха146 с) ез6 апа1озие А сеПе 
Фи саз сопяа6т6. 

Рез 1г01$ ш6са46з а), Ь) её с) оп обет запз Ася 6 1ез 
Богпез зарбтеигез 4ез с]аззез 4ез сопзбиапф2з гбеПез: 


Фа = 61 (2. |. о 0 == В = ()° 
Фив = ас (2& +1), п>1, 0< 3 < 


Рапз ип агыс]е фаг рагайга №1еп66 почз аПоп$ Аабтопатег 
фае сез Рогпез 301% аМезтфез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР. 1937 
ВОЕГЕТИМ ОЕ 1`АСАОЕМ1Е ОЕЗ $СТЕМСЕЗ БЕ 1.0855 


С1аззе Дез зс1епсез Отделение математических 
па(петаНаиез е{ паёиге!ез и естественных наук 


А. А. ЛЯПУНОВ 


О НЕКОТОРЫХ УНИФОРМНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ 
ДОПОЛНЕНИЯХ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым ) 


Исследовано одно семейство СА-кривых, проектирующихся 
в С-множества. Доказана инвариантность А;-множеств относи- 
тельно (4)-операции. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 
С-нормальные СА-кривые 


Всякому плоскому аналитическому дополнению (СА-множеству), 
лежащему в фундаментальной области У, *, отвечает трансфинит- 
ная функция от иррационального числа х, являющаяся наимень- 
шим индексом решета, определяющего это множество на прямой 
2 = 4%. Эти функции неоднократно использовал Н. С. Новиков. 
В случае, когда указанное аналитическое дополнение униформно 
относительно оси ОУ **, множество точек оси ОХ, где эта функ- 
ция имеет некоторое фиксированное значение, есть всегда В-мно- 
яжество. Как показал П. С. Новиков (*), всякое С-множество есть 
проекция некоторого униформного ‘аналитического дополнения. 
Мы покажем, что для всякого С-множества можно построить 
проектирующуюся в него СА-кривую (униформные множества мы 
будем называть кривыми и поверхностями), трансфинитная 
функция которой удовлетворяет некоторому специальному усло- 
вию, характеризующему простоту ее поведения и сближающему 
ее с регулярными параметрическими изображениями В-множеств. 


* Фундаментальной областью Ух,х,...х» пространства ОХ, Х....Х„ назы- 
вается множество точек этого пространства, все координаты которых ирра- 
циональны. Результаты, получаемые для фундаментальной области, легко 
переносятся на все пространство, с незначительными изменениями формули- 
ровок. Изложение часто упрощается рассмотрением фундаментальной области. 

** Мы будем говорить, что некоторое множество униформно относительно 
пеноторого многообразия, если в каждом многообразии, параллельном дан- 
ному, оно содержит не более, чем одну точку. 
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1. Мы будем называть (5125...Хь)-порцией некоторого мно- 
жества ЕЁ, лежащего в фундаментальной области Ухх,.. ху... жи, 
совокупность всех его точек, проекции которых на пространство 
ОХ. Х....Х, принадлежат некоторой наперед фиксированной 
К-мерной порции этого пространства. Иногда после слов «(хи5%.... 
...2.)-порция» мы будем указывать, о какой именно порции про- 
странства ОХ. Х....Х, идет речь. В частности, если это интервал 
Бэра, мы будем говорить «бэровская (212....т,) - порция 
Е»*. Мы будем говорить, что СА-кривая, униформная по оси ОУ 
и лежащая в фундаментальной области /„ С-нормальна, 
если всякая ее (у)-порция проектируется на ось ОХ в некоторое 
С-множество, и что она а-нормальна, если всякая (у)-порция 
ее проектируется в множество, входящее в В-тело, построенное 
на С-множествах класса в. Легко показать, что СА-кривые, 
проектирующиеся в С-множества, которые построил П. С. Нови- 
ков, С-нормальны. Мы покажем, что всякое множество, входя- 
щее в В-тело на С-множествах класса а, есть проекция @&-нор- 
мальной СА-кривой. 

Для удобства изложения прежде всего рассмотрим некоторые 
свойства С-нормальных СА-кривых и определенных ими транс- 
финитных функций. 

2. В дальнейшем мы будем пользоваться СА-кривыми иСА-по- 
верхностями, лежащими в трехмерной фундаментальной области. 
На основании следующей леммы все полученные результаты будут 
приложимы к СА-кривым, лежащим в плоскости. 

ЛЕММА Т. Между фундаментальной областью Лух.х, хи и 260- 
метрическим образом некоторой непрерывной и однозначной функ- 
ции х=р(®, где х и Е иррациональны, можно устроить такое 
гомеоморфное соответствие, что отвечающие друг другу точки 
всегда имеют одинаковые абсциссы. 

Доказательство. Преобразуем фундаментальную область 
ЛТихх,..х,б ПОМОЩЬЮ кривой Пеано ** 

ЕВ, Ио п 
в фундаментальную область Ле. 

Рассмотрим в фундаментальной области У геометрический 
образ функции х = / (1). Точке (5’Г) этой кривой отвечает точка 
[2 (К) Ь (Г)... Ь(Р)] фундаментальной области Ух, х,... хи. 

Очевидно, это соответствие удовлетворяет условиям леммы. 

ан 

Мы будем говорить, что фундаментальная область / 
развернута в кривую. 


А 


* См. (2), стр. 114. 
Е ое ИБ 
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Замечание 1-е. Отметим, что при этом всякая бэровская 
(х1т5...Х„) - порция фундаментальной области Ух, х,..х, преобразуется 
в счетное число бэровских (1)-порций кривой х = } (1). 

Замечание 2-е. Лемма справедлива для счетно-мерной фун- 
даментальной области ЧУ,хх,..х„.; при этом всякой бэровской 
(%17....7„)-порции фундаментальной области Ух х...хп... Также отве- 
чает счетное число бэровских (!)-порций кривой 5 = (1). Это 
замечание мы используем в дальнейшем. 

Замечание 3-е. Из замечания второго и известной теоремы 
В. Ц. Серпинского * о произведении проекций униформных ана- 
литических дополнений следует, что произведение счетного числа 
множеств, являющихся проекциями а-нормальных СА-кривых, есть 
такое же множество. 

3. Докажем следующую лемму: 

ЛЕММА И. Всякая СА-часть а-нормальной СА-кривой проек- 
тируется в дополнение вк С-множеству класса в 1. 

Доказательство. Пусть @ есть в-нормальная СА-кривая, 
©’ ее СА-часть. Фундаментальную область, содержащую @, мы 
развернем в кривую х = / (1). Пусть Е и Е’ суть образы фи ©’, 
это также а-нормальные СА-кривые. Они униформны по каждой 
из осей ОТ иОХ. Проекции множеств Е и Е’ на ось ОТ —множе- 
ства Ни Н’—суть также СА-множества, так как их дополнения 
суть проекции дополнений до всей кривой х =] (1) множеств © 
и ©’. Следовательно, существует (А)-операция, составленная из 
интервалов Бэра оси ОТ и определяющая множество СН*. Вслед- 
ствие двойной униформности кривых Е и Е’ существует (А)-опе- 
рация над бэровскими (1)-порциями Е, определяющая множество 
Е’, и (А)-операция над проекциями этих (#)-порций Ё на ось ОХ, 
определяющая разность между проекциями Е и Е’ на эту ось. 


Следовательно, в силу в-нормальности кривой Е проекция Е” на 
ось ОХ есть дополнение к С-множеству класса а - 1. 
Ч. Тьыд. 


4. На основании леммы П мы можем выяснить роль трансфи- 
нитных функций, опрелеленных а-нормальными СА-кривыми в се- 
мействе всех трансфинитных функций, определенных СА-кривыми. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 1(х) есть трансфинитная функция, 
определенная а-нормальной СА-кривой Е, а В (1) < 1(<) есть 
трансфинитная функция, определенная СА-кривой ©. Тогда про- 
екция © на ось ОХ есть С-множество класса а. | 1. 

Доказательство. На основании леммы [| можно считать, 
что Е и @& лежат в фундаментальной области УЛ.,. Кроме того, 


* @м. (3), стр. 282. 
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1% 
можно считать, что < лежит в части плоскости, где у < 5, а Е— 


й ы 
в части, где у> >. Множество С точек трансфинитной един- 


ственности (1) множества Е | @ (определенного ‘таким решетом, 
что индексы его суть 1 (2) или 8В (5), смотря по тому, входит ли 
точка в Ё или в ©) будет содержать множество @. Кроме того, 
С есть СА-множество. С.Е есть СА-часть множества Ё. 

Проекция на ось ОХ множества С. Е есть дополнение к С-мно- 
кеству класса о --1. Следовательно, проекция на ось ОХ мно- 
жества © есть С-множество класса а. 

Иа 


Замечание 4-е. Развернув в кривую 2 =]() фундамен- 
тальную область /,,, немедленно убеждаемся в том, что кривая © 
(а. -- 1)-нормальна. 

Замечание 5-е. Таким же методом легко показать, что 
если проекция СА-кривой Е есть Вь-множество* и 1 (5) опре- 
деленная этой кривой транефинитная функция, а 3 (5) < 1 (<) 
трансфинитная функция, определенная некоторой СА-кривой ©, 
то проекция © на ось ОХ есть также В.-множество. 

5. Для доказательства основной теоремы нам нужны будут сле 
дующие определения: 

Определение Т. СА-множество Е, расположенное в Лу,., 
униформное относительно оси ОЙ и такое, что в каждой пло- 
скости х = у, в которой есть точки множества ЕЁ, имеется точка 
(х04030), входящая в И, причем ни одна точка (5121), где 
1/1 < %, не входит в Ё, мы назовем множеством, ограни- 
ченным снизу по ОУ. 

Определение 11. Четырехмерное решето, определяющее 
С А-множество, мы назовем монотонно неубывающим (не 
возрастающим) по ОУ, если выполнено’ следующее условие: 
из двух точек (15151) и (5555), принадлежащих множеству В 
и таких, что у, < у», в первой индекс ‘решета необходимо не 
больше (не меньше), чем во второй. Множество Е, определенное 
неубывающим (невозрастающим) по ОУ решетом, мы назовем транс- 
финитно. неубывающим (не возрастающим) по ОУ. 

Определение 111. Множество точек (х,/2о), удовлетворяю- 
щих условию определения 1, мы назовем множеством минн- 
мальных по ОУ точек множества Е. 

ЛЕММА П!. Множество & минимальных по ОУ точек транс- 
финитно не убывающего по ОУ СА-мномсества Е есть СА-кривая. 


* А,-множества суть проекции униформных аналитических дополнений. 
В,-множества суть 4,-множества, дополнения которых также суть А5-мно- 
жества. См. (1). 
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Доказательство. Пусть М есть множество всех точек 
фундаментальной области Лу. проектирующихся в РЁ. Это СА-мно- 
жество. Пусть © (22) есть индекс не убывающего по ОУ решета, 
определяющего множество Ё. Построим для М пятимерное решето 
так, чтобы индекс его в точке (4’у’5’Г) был равен © (х’у’2’), 
если {’> У’, и равен ф (х’у’2’) + 1, если Г <у’. 

Пусть № есть множество точек ‘трансфинитной единственности 
множества М, определенного таким решетом, относительно пло- 
скостей (т ==). Это есть СА-множество. Возьмем часть 
этого множества, лежащую в многообразии # = у, и спроектируем 
ее в пространство ОХУЙ. Обозначим через <’ эту проекцию. Мы 
покажем, что ©’ есть СА-множество и что © = ©’. 

Во-первых, многообразие { =у униформно относительно оси 
ОТ. Следовательно, Сф’ есть проекция разности между многооб- 
разием #{ =у и множеством М, т. е. оно является А-множеством. 
Следовательно, ©’ есть СА-множество. 

Во-вторых, пусть точка (525) есть минимальная по ОУ точка 
множества Ё. Тогда точка (хо), где & =, будет точкой 
трансфинитной единственности множества М в плоскости (х = хо, 
1 =1) и будет принадлежать многообразию 1 = у. Следовательно, 
точка (52025) входит в ©’, т.е. С ©’. Пусть теперь точка 
(114121) входит в ‘©’. Это означает, что точка (51912111), где 
у =, входит в М, т. е. она есть точка трансфинитной един- 
ственности множества М в плоскости (2 =2, 2=4). В ‘саму 
того что множество Ё трансфинитно ‘неубывающее по ОУ, проек- 
ция этой точки есть минимальная точка множества Е, т. е. 


©’С 6; следовательно, 6’ = 6. 
а о МЫ 


6. Пусть Ё есть некоторое множество точек фундаментальной 
области Лх, определенное прямолинейным * решетом С’. Очевидно, 
всегда можно построить новое решето С, определяющее то же 
множество и имеющее следующие свойства **: 

1) Каждый элемент с решета С лежит на верхней стороне не- 
которого прямоугольника п ранга А; причем верхние стороны 
всех таких прямоугольников образуют некоторое элементарное 
решето 0. Этот прямоугольник мы будем называть прямо- 
угольником, соответствующим элементу с, а решето 
р решетом, покрывающим решето С. 

2) Каждый из указанных прямоугольников ранга Ё проекти- 
руется на ось ОХ в некоторый интервал ранга №. Проекция двух 


* Решето называется прямолинейным, если оно заключено в сумме счет- 


ного числа прямых у = в. 
** Эти преобразования решета не новы. Мы только несколько меняем тер- 


минологию. См. (1). 
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различных прямоугольников ранга № на ось ОУ всегда без общих 
точек и образует вполне упорядоченную вверх систему отрезков. 

Решето С мы также будем называть элементарным. Множество 
всех точек прямоугольника п, проектирующихся ортогонально на 
верхнюю сторону этого прямоугольника в множество с, мы на- 
зовем элементарной гребенкой решета С ранга Ё и обо- 
значим ее с*. Множество точек прямоугольника п, не входящих 
в с*, мы назовем дополнительной элементарной гребенкой ре- 
шета С. 

Произведение по К сумм всех элементарных гребенок решета С 
ранга А мы назовем ядром решета С. Как известно, проек- 
ция на ось ОХ ядра решета С совпадает с множеством тех точек, 
в которых это решето не вполне упорядочено вверх. 

Очевидно, если элементарное решето С состоит из множеств, вхо- 
дящих в В-тело на С-множествах классов < &, то каково бы ни было 
рациональное число г, часть ядра решета С, лежащая в части 
плоскости у < г, проектируется на ось ОХ в С-множества класса д. 
На основании этого замечания мы можем доказать следующую 
лемму: 

ЛЕММА ТУ. Пусть С, и С. два элементарных решета, со- 
ставленных из множеств, входящих в В-тело на С-множествах 
классов < &. Множество Е точек х, таких, что на прямой х=ху 
есть точка ядра решета С:, лежащая ниоже всех точек ядра 
решета Со, всегда входит в В-тело, построенное на С-множе- 
ствах власса &. | 

Доказательство. Обозначим через ©: и 6> ядра решет 
С, и С>, через бт и @> части этих ядер, лежащие в части пло- 
‘скости у<г, а через Е и Е; проекции 61 и ©: на ось ОХ. 
Очевидно, имеем: 

ЕТУ ВИЗОЕи, 
Тъ 
где т, прооегает все рациональные числа. Следовательно, Ё вхо- 
дит в В-тело на С-множества класса в. 
АЕ. 


7. Теперь мы приступим к доказательству основной теоремы 
этой главы. 


ТЕОРЕМА П. Всякое С-множество класса а и его дополнение 
суть проекции а-нормальных СА-кривых. 

Доказательство мы поведем таким методом: считая, что тео- 
рема верна для всех С-множеств классов < & и для их дополне- 
ний, мы докажем, что она верна для дополнений к С-множествам 
класса @&. Затем при тех же предположениях мы докажем, что 
теорема верна для С-множеств класса в. 
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Так как теорема тривиальна для СА-множеств и следует из 
теоремы Мазуркевича * для А-множеств, то она будет тем самым 
доказана для всех классов в. 

Доказательство теоремы 1 для дополнений. Мы 
докажем, что, следуя методу П. 'С. Новикова (!) и сделав ука- 
занные индуктивные предположения, мы получим СА-кривую, 
обладающую требуемым свойством. 

Пусть Е есть некоторое С-множество класса &, определенное 
элементарным решетом С, состоящим из С множеств классов < в. 
Пусть Р есть решето, покрывающее решето С. По сделанному 
‘предположению, каждый элемент с решета С, так же как и его 
дополнение ] до покрывающего его элемента 4 решета 0, суть про- 
екции 3-нормальных С'А-кривых, где 3 < а. Пусть п есть прямо- 
угольник, соответствующий элементу с. Обозначим через ]* мно- 
жество п — с*. Следуя П. С. Новикову, мы построим униформную 
по оси ОЙ СА-поверхность Ф, проектирующуяся в прямоугольник 
п, расположенную в некотором параллелепипеде Бэра пространства 
ОХУХ, ранг которого равей рангу элемента 4 решета Д, и про- 
ектирующуюся на верхнюю относительно оси ОУ сторону указан- 
ного параллелепипеда в сумму упомянутых выше 3-нормальных 
СА-кривых. лроектирующихся в множества с и }{. Мы будем счи- 
тать, что вдоль всякой параллели оси ОУ (разумеется, внутри 
выбранного лараллелепипеда) индекс решета, определяющего Ф, 
постоянен. Исходя из! этих поверхностей и следуя методу 
П. С. Новикова, можно построить: 

1) некоторую СА-поверхность Х, проектирующуюся в ядро 
решета ДР и трансфинитно не возрастающую по ОУ; 

^.2) некоторую СА-поверхность 9, проектирующуюся в ядро 
решета С и такую, что ее индекс в точках с одинаковой проек- 
цией на плоскость ОХУ не превосходит индекса поверхности У. 

Эти поверхности можно считать униформными относительно 
плоскостей 5=6015$%. 

Очевидно, эти поверхности имеют то свойство, что любые 
их бэровские (у2)-порции проектируются на плоскость ОХУ 
в ядра некоторых элементарных решет, состоящих из С-множеств, 
входящих в В-тело на С-множествах классов < д. 

Кроме того, следуя П. С. Новикову и исходя из поверхности \ 
и множества Мазуркевича ядра решета ДР, можно построить не- 
которую СА-кривую 8, униформную относительно плоскостей 
1 — 0056 и 2 == с0156**, проектирующуюся в множество Мазурке- 
Вича ядра решета ДР и имеющую то свойство, что в точках с оди- 


* См. лит. (2), стр. 284. 
** Я есть множество минимальных по ОУ точек поверхности У. 
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наковой проекцией на ось ОХ индекс этой кривой больше всех 
индексов поверхности У. П. С. Новиков показал, что часть ‘Г 
этой кривой, проектирующаяся в множество СЁ, есть СА-кривая. 
Мы покажем, что эта кривая &-нормальна. 

Так как кривые # и ТГ униформны относительно плоскостей 
х = с01$%, то результат В-операций над проекциями их частей 
на плоскость ОХУ или на ось ОХ совпадает с проекцией резуль- 
тата В-операций над теми же частями этих кривых. Поэтому, 
чтобы доказать д-нормальность кривой \, мы можем ограни- 
читься рассмотрением только (9)- и (2)-порций этой кривой вида 
у>ги 3_>г, где г есть произвольное рациональное число. 
Для указанных (7)-порций это очевидно, так как проекции их 
на ось ОХ могут быть представлены в таком виде: проекция 
на ось ОХ (у)-порции множества Мазуркевича от ядра решета Ш 
минус множество Ё. Для (2)-порций мы используем лемму ТУ. 

Достаточно доказать, что кривая Я а-нормальна, так как про- 
екция (2)-порции кривой Ч на ось ОХ есть разность между про- 
екцией на эту ось (2)-порции кривой Я и множества Ё. Очевидно, 
проекция (3)-порции вида 5 > т кривой = на ось ОХ совпадает 
с множеством точек то таких, что на прямой 5 =х., в плоскости 
ОХУ существует точка (ху) СС; и ни одна из точек (5% у), 
где у. < 1, не входит в С; (здесь через С; и С; обозначены про- 
екции на плоскость ОХУ (3)-порций поверхности У, соответству- 
ющих порциям 5>г и 5<!). Так как все поверхности Ф 
(а также и поверхности, полученные из них методом П. С. Нови- 
кова) лежали в некоторых параллелепипедах Бора соответству- 
ющих рангов и были < д-нормальны,*, множества С’ и С; будут 
ядрами некоторых элементарных решет, элементы которых суть 
множества, входящие в В-тело на С-множествах классов < а. 

Поэтому на основании леммы ТУ множество точек множества 
С', лежащих на параллелях к оси ОУ ниже, чем все точки мно- 
жества (С;, имеющие ту же абсциссу, проектируется на ось ОХ 
в некоторое множество, входящее в В-тело, построенное на С-мно- 
жествах класса а. Это доказывает д-нормальность кривой Е, 
а следовательно, и кривой \Р. 

1 

Доказательство теоремы П для С-множеств 
класса о. В этом случае СА-кривая, построенная П. С. Но- 
виковым, уже не будет, вообще говоря, обладать требуемым свой- 
ством. Мы рассмотрим, введенные в предествующем доказатель- 
стве поверхности Ф и с помощью этих поверхностей и их частей, 
а % 

* Т. е. проекция всякой (у3)-порции этих поверхностей на ось ОХ 
входит в В-тело на С-множествах классов «я. 
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проектирующихся во внутренние гребенки с*, построим трансфи- 
нитно неубывающую по ОУ поверхность 0’, проектирующуюся 
в ядро решета С. Для этого. нужно построить СА-поверхность 
У’, проектирующуюся в ядро решета Р и трансфинитно неубы- 
вающую по ОУ. Кроме того, с помощью частей поверхностей Ф, 
проектирующихся в гребенки с*, нужно построить поверхность ®, 
указанную выше. Тогда в точках с одинаковой проекцией на пло- 
скость ОХУ у поверхности У’ индекс всегда будет больше, чем 
у поверхности 9. Индекс поверхности У’ мы можем увеличить 
в © раз. Затем обычным приемом мы построим поверхность ©’, 
проектирующуюся в ядро решета С и такую, что ее индекс равен 
сумме индексов поверхностей © и У’ в точках с той же проекцией, 
причем индекс первой поверхности есть первое слагаемое. 
Тогда поверхность ©’ будет трансфинитно неубывающей по ОУ 
СА-поверхностью, ограниченной снизу по ОУ. На основании 
леммы 1Ш множество А ее минимальных по ОУ точек есть СА-мно- 
изество. Очевидно, проекция А на ось ОХ есть множество ЕЁ. 

Так’же, как мы доказали раньше д-нормальность кривой Я, 
мы можем с помощью леммы ГУ доказать &-нормальность кривой 
А, так как в этом случае проекции (2)-порций поверхности 
©’ на плоскость ОХУ совпадают с ядрами некоторых элементар- 
ных С-решет, определяющих некоторые С-множества класса а. 

ДЕ 

Таким образом наша теорема полностью доказана. 

8. Нам удалось выделить некоторое семейство униформных аназ- 
литических дополнений, тесно связанных с С-множествами класса в. 
Однако проекция произвольной а-нормальной СА-кривой есть, 
вообще говоря, множество, входящее в В-тело, построенное 
на С-множествах класса &. Мы покажем сейчас, что всякое мно- 
‘кество этого В-тела есть проекция некоторой д-нормальной 
СА-кривой. Действительно, всякое такое множество, как пока- 
зал П. С. Новиков*, может быть задано посредством решета, 
элементы которого суть дополнения к С-множествам класса в 
ин ядро которого униформно относительно оси ОУ. Мы можем 
указанным выше методом построить в пространстве ОХУЙ 
СА-кривую, проектирующуюся в ядро этого решета, взяв за по- 
верхности Ф од-нормальные поверхности на основании теоремы 
|. Очевидно, всякая (у)- или (=)-порция этой кривой проектируется 
на плоскость ОХУ в ядро некоторого решета того же типа. 
Таким обоазом мы доказали следующую теорему: 

ТЕОРЕМА П1. Семейство проекций а-нормальных СА-кривых 
совпадает с В-телом на С-множествах класса в. 


* Это сделано в еще неопубликованной работе. 
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ГЛАВА ВТОРАЯ 


Регулярноеть С-нормальных СА-кривых 


В этой главе будет показано, что разбиение произвольного 
С-множества на Ж, В-множество, доставленное проекциями консти- 
туант С-нормальных СА-кривых, всегда регулярно относи- 
тельно меры ‘и категории, т. е. полная мера этого 
множества содержится в проекции счетного числа 
указанных конституант, и на всяком совершенном 
множестве сумма всех этих проекций, кроме неко- 
торого счетного семейства (конечно, зависящего от совер- 
шенного множества), необходимо первой категории. До- 
казательства мы изложим лишь для случая меры; случай ка- 
тегории мсжет быть рассмотрен совершенно таким же образом. 

9. В основе доказательства лежит следующая лемма: 

ЛЕММА У. Для множества Мазуркевича от ядра произволь- 
ного элементарного решета можно построить решето такое, 
что проекция конституанты номера & множества Мазуркевича, 
определенная этим решетом, есть внутренняя конституанта 
номера в мноэжества, определенного исходным решетом. В слу- 
чае, если исходное решето состояло из В-множеств или С-мно- 
эжеств классов < 3, новое решето будет состоять из множеств 
того оке типа. 

Доказательство. Пусть Е есть некоторое множество, 
лежащее в фундаментальной области Л,, С элементарное решето, 
его определяющее и лежащее в плоскости ОХУ, © ядро решета 
С и М множество Мазуркевича множества ©. 

Очевидно, если элементы решета С суть В-множества или 
С-множества классов «о, дополнение к множеству бо отно- 
сительно Л», (множество СФ) есть В-множество или С-множество, 
входящее в В-тело на С-множествах классов «о. Поместим 
в плоскость ОХ решето С, геометрически тождественное решету С. 
Пусть О есть множество всех точек пространства ОХУЙ, проекти- 
рующихся в С. Обозначим через © множество всех точек про- 
странства ОХУЙ, проекции которых на ОХУ принадлежат СФ, 
а координата 2 рациональна. Пусть О’‘есть множество точек 
(1.9.25), принадлежащих Л и таких, что 5% < %. Мы докажем, 
что решето я == О’-- © определяет № фундаментальной области 
Л ху дополнение к множеству М и что оно имеет указанное в лемме 
свойство. 


Если точка (717) С СФ, то проведенная через нее параллель 
оси ОЙ пересекает & по множеству всех рациональных чисел. 


Следовательно, (5191) не входит в множество, дополнительное 
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к определенному решетом #. Если точка (711) С 6, то указанная 
параллель пересекает = по множеству, тождественному части 
решета С, лежащей на интервале (= 2, у< и). В случае, если 
на прямой 1 = 1; есть хоть одна точка множества @ ниже точки 
(21/1), то это множество не вполне упорядочено вверх. Следо- 
вательно, оно вполне упорядочено вверх в том и только в том 
случае, когда (119) СМ, и в этом случае его тип равен номеру 
конституанты множества Ё, в которую точка (52:9:) проектируется. 
И 0 


Из теоремы Е. А. Селивановского (3) о том, что конституанты 
А-множества всегда образуют регулярное относительно меры и ка- 
тегории разбиение этого множества, следует, что проекции консти- 
туант множества Мазуркевича для А-множеств также имеют это 
свойство. 

10. Прежде всего мы покажем, что регулярность СА-кривой есть 
свойство самой кривой, а не решета, ее определяющего *. 

ЛЕММА УГ. Если проекции конституант некоторой СА-кри- 
вой ©, определенные В-решетом С\, образуют регулярное отно- 
сительно меры разбиение проекций этой кривой, то конститу- 
анты, определенные любым другим В-решетом С», определяющим 
ту оже кривую &, также имеют это свойство. ` 

Доказательство. Пусть ЕЁ есть проекция ф. Обозначим 
через @х и ©. конституанты множества Ё, определенные решетами 
С, и С.. Пусть Ех и Ез суть проекции множеств 0ё и фа. В силу 
регулярности семейства множеств Её существует такое число 8, 


что множество @; == А. проектируется в множество, мера кото- 
< ы 
рого равна мере множества Е. Как известно **, существует такое 


число 1, что 
м оз 
вс УХ 6. 
“< 
Следовательно, сумма проекций первых ‘/ конституант @& имеет 
ту же меру, что и Е. 
ЧО 
Мы покажем ниже, что СА-кривые, построенные нами в первой 
главе, регулярны. Однако семейство всех С-нормальных СА-кри- 
вых, вообще говоря, шире, чем семейство кривых, построенных 
указанным нами методом. СА-кривые, полученные указанным ме- 
тодом, мы будем называть индуктивными кривыми. 


* СА-кривую мы будем называть регулярной, если для нее существует 
решето такое, что проекции конституант образуют регулярное относительно 
меры разбиение проекции самой кривой. 

** См. (2), стр. 183. 
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ЛЕММА УП. Всякая С-нормальная СА-кривая есть проекция 
некоторой индуктивной СА-кривой. 

Доказательство. Пусть @ есть некоторая С-нормальная 
СА-кривая. Обозначим через 8 верхнюю грань классов С-мно- 
жеств, являющихся проекциями бэровских (у)-порций кривой ©. 
Мы можем построить некоторое С-решето класса 8, ядром кото- 
рого является множество ©. Для этого на верхнюю сторону 
каждого прямоугольника Бэра ранга К мы должны поместить 
проекцию части кривой ©, заключенной в этом прямоугольнике. 
Пусть С обозначает это решето. Так как элементы этого решета 
суть С-множества классов < 3, то для них существуют индуктив- 
ные 3-нормальные СА-кривые, имеющие эти элементы в качестве 
проекций. Такие же кривые существуют для дополнений к этим 
элементам до содержащих их сторон прямоугольников Бэра. 
Так же, как мы это делали в теореме ПТ первой главы, с по- 
мощью этих СА-кривых мы можем построить индуктивную СА-кри- 
вую Е, проектирующуюся в ядро решета С, т. е. в кривую ©. 

и 2 

Следствие. Если все индуктивные кривые регулярны, то все 
С-нормальные кривые также регулярны. 

Действительно, всякое счетное множество нонституант мно- 
жества Ё проектируется на плоскость ОХУ в некоторое В-мно- 
жество, входящее в ©. Это последнее входит в сумму некоторой 
счетной системы конституант множества ©. 

11. В дальнейшем нам понадобится следующая лемма: 

ЛЕММА УПТ. СА-часть Ч регулярной СА-кривой Е, проекти- 
рующафя в множество Е, допускающее некоторое регулярное отно- 
сительно меры разбиение на Ж, В-мноэжество 


ЕЕ, 
< 9 
необходимо есть регулярная СА-кривая. 
Доказательство. Обозначим через Я, конституанты мно- 
жества Я, а через №. проекцию 8 на ось ОХ. Тогда существует 
такое число 8, что Вы О; проектируется на ось ОХ в полную 


ав 
меру множества №. 


Кроме того, существует такое число ^/, что множество 
л «лы 
== Ур 
«< 
имеет ту же меру, что и множество Е. Очевидно, часть мно- 


жества ©9,, проектирующаяся в Х, есть В-множество, входящее 
в множество ‘Ч. Следовательно, оно заключено в некоторой счет- 
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ной системе конституант множества Ч. Проекция этой системы 
конституант на ось ОХ имеет ту же меру, что и множество Е. 
ед: 

12. Теперь мы приступим к доказательству основной теоремы. 

ТЕОРЕМА ТУ. Всякое С-множество есть проекция СА-кривой, 
регулярной относительно меры и категории. 

Мы докажем только часть теоремы, касающуюся меры. Все 
рассуждения могут быть немедленно перенесены на случай кате- 
гории. 

План доказательства будет таков: считая, что все индуктив- 
ные кривые, определяющие С-множества классов «а и их до- 
полнения, регулярны, мы покажем, что построенная нами в первой 
главе СА-кривая, проектирующаяся в С-множество класса а, 
регулярна. Затем мы покажем, что построенная П. С. Новиковым 
и рассмотренная нами выше кривая, проектирующаяся в множе- 
ство Мазуркевича ядра покрывающего решета, при тех же ин- 
дуктивных предположениях, регулярна. Отсюда на основании 
леммы УПГ и того, что для всякого С-мзожества существует регу- 
лярное разбиение (%,5), будет следовать регулярность кривой, по- 
строенной П. С. Новиковым для дополнений к С-множествам 
класса &. Таким образом будет доказана регулярность всех ин- 
дуктивных кривых. Отсюда на основании следствия из леммы УП 
получится регулярность всех С-нормальных С’А-кривых. 

На основании леммы УТ мы будем при доказательстве теоремы 
для С-множеств класса & строить некоторое специальное решето, 
имеющее указанное свойство. 

Доказательство теоремы для С-множеств класса 
«о. Очевидно, при построении методом В. К. Серпинского уни- 
формной СА-кривой для множества-произведения проекций ко- 
нечного или счетного числа регулярных СА-кривых автоматически 
получается регулярная СА-кривая. Поэтому, если предположить, 
что все СА-кривые, с помощью которых были построены поверх- 
ности Ф, были регулярны, то все кривые, являющиеся проек- 
циями частей поверхностей я». расположенных над некоторым 
прямоугольником Бора ранга й плоскости ОХУ, на плоскость 
ОХИ, также будут регулярными кривыми. Следовательно, можно 
фиксировать такое число 3, что множество точек оси ОХ, в 3 
торые проектируется по крайней мере одна конституанта по край- 
ней мере одной из поверхностей 2 номера > И есть множество 


меры нуль. Обозыачим через Оз дополнение к этому множеству. 


* Через У» мы обозначаем СА-поверхности, проектирующиеся в сумму 
прямоугольников п ранга п, из которых строится поверхность У. Все осталь- 
ные обозначения те же, что и в теореме Ш. 
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Очевидно, Оз есть В-множество. Очевидно, далее, что часть поверх- 
ности У’, проектирующаяся в Ов, состоит из конституант этой 
поверхности, номера которых не превосходят В - @?. Это справедливо 
также и для части поверхности ©’, проектирующейся в часть 
множества Ё, входящую в 08. 

Обозначим через АВ и ©? части множеств А и ©’, проекти- 
рующиеся в Оз. Рассмотрим теперь плоское решето С*, построен- 
ное следующим образом. Пусть п есть прямоугольник ранга п, 
верхняя сторона которого есть элемент решета О. Расположим 
на этой стороне проекцию первых 3 конституант части поверх- 
ности 9,„*, расположенной над прямоугольником п. Очевидно, 
это есть некоторое решето, измеримое В и такое, что множество 
точек оси ОХ, где оно не вполне упорядочено вверх, содержит 
часть множества Ё, входящую в 03. 

Точки множества Мазуркевича ядра решета С, в которые про- 
ектируются точки поверхности ©’, входящие в конституанты 
номеров < 3: 0?, очевидно принадлежат множеству Мазуркевича 
ядра решета С8. 

Из леммы У о конституантах множества Мазуркевича следует, 
что это множество от ядра решета С есть регулярная СА-кривая **. 

Теперь для множества А мы построим решето следующим 
образом: так как ©’ есть В-множество, то оба множества Аз 
и А — А? суть аналитические дополнения. Второе проектируется 
на ось ОХ в множество меры нуль. Пусть новое решето дия этого 
множества совпадает с частью прежнего решета для множества А 
проектирующейся на ось ОХ в множество СОз. 

Пользуясь тем, что множество ©” измеримо В, мы построим для 
него решето с ограниченными типами. Затем, как обычно, 
для множества А? мы построим решето, исходя из решет для мно- 
жеств ©’3, множества Мазуркевича ядра решета С и множества Оз. 
Очевидно, последнее решето будет с ограниченными типами ***. При 
этом, очевидно, регулярность решета сохранится, так как индексы 
конституанты указанного решета и проектирующейся в нее кон- 


ституанты множества Аз будут отличаться друг от друга лишь 
на ограниченную величину. 


я 


Этим регулярность индуктивной кривой, проектирующейся 
в С-множество класса &, доказана. 

Доказательство теоремы для дополнений. Как 
отмечено выше, достаточно показать регулярность СА-кривой #, 


* 9, есть то же по отношению к 0, что У» по отношению к У/. 


** Так как Е. А. Селивановским была доказана регулярность внутренних 
конституант А-множества относительно меры и категории. См. лит. (3). 


*** Заметим, что все точки множества Мазуркевича ядра решета 08 про- 
ектирующиеся в Оь, принадлежат множеству Мазуркевича ядра решета С. 
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построенной П. С. Новиковым, проектирующейся в множество 
Мазуркевича решета Л и содержащей СА-кривую ‘Г, проектирую- 
щуюся в дополнение к результату (А)-операции. Эта кривая со- 
впадает с частью поверхности У, проектирующейся в указанное 
множество Мазуркевича. Очевидно, для нее можно построить 
регулярное решето таким же методом, как в первой части дока- 
зательства оно было построено для множества А. 

Тем самым теорема доказана для дополнений к С-множествам 
класса &. На основании замечаний, сделанных в начале доказа- 
тельства, она доказана для всех С-нормальных СА-кривых. 


Е В 
Таким образом разбиения С-множеств на проекций консти- 
туант С-нормальных СА-кривых всегда регулярны относительно 
меры и категории. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Инвариантность 4,-множеств относительно А-операций 


13. В цитированном мемуаре П. С. Новикова об униформных 
аналитических дополнениях теорема о С-множествах доказана 
следующим ‘образом: сперва доказано, что результат (А)-опера- 
‘ций над Вь-множествами приводит к СА.-множествам; затем до- 
казано, что он приводит к А5-множествам. Мы дадим обобщение 
второй части этого доказательства: докажем, что результат А-опе- 
раций над 45-множествами также приводит к 4>-множествам. 

ЛЕММА ПХ. Пусть © есть униформная относительно оси 
07 СА-поверхность, лежащая в пространстве ОХУ# и имеющая 
следующие свойства: 

1) всякая плоскость х = сопзё пересекает `ф по В-множеству *, 

2) поверхность & ограничена снизу по ОУ. 

В таком случае поверхность © может быть униформизирована 
относительно плоскостей 2 == соп$6 СА-множеством. 

Доказательство. Пусть поверхность & определена четырех- 
мерным решетом С, расположенным в пространстве ОХУ2Т. За- 
метим прежде всего, что часть поверхности @, принадлежащая 
некоторой плоскости, необходимо заключена в сумме счетного 
числа конституант, определенных решетом С. 

Рассмотрим в пространстве ОХУЙИ множество Е точек 
(2’у’2'и’) таких, что и’> У’ и точка (2’у’2’) принадлежит множе- 
ству @. Очевидно, Е есть СА-множество. Можно построить для 


* Это ограничение несущественно, как это следует из работы П. С. Но- 
викова (5). 
Однако мы оставили это ограничение, чтобы была ясна полная независи- 
мость всей конструкции от проблемы совершенного ядра. 
и * 
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него в пространстве ОХУДОТ решето С’ такое, что индекс этого 
решета в точке (5112, и!) равен индексу решета С в точке 
(217121), если и, >у:. Пусть я есть множество точек трансфи- 
нитной единственности множества Е относительно плоскостей 
(1 = с013%, и = с0156). Я есть также СА-множество. Обозначим 
через © часть множества =, принадлежащую многообразию и = у. 
Это также СА-множество. Пусть » есть ортогональная проекция 
множества © на пространство ОХУЙ. Мы докажем, что УХ есть 
С А-множество, имеющее не больше, чем счетное число точек 
в каждой плоскости х = сопз%, и что это множество действительно 
имеет точки во всякой плоскости, в которой существует по край- 
ней мере. одна точка множества ©. 

Прежде всего, так как многообразие у = и униформно относи- 
тельно оси ОП, то » есть дополнение к ортогональной проекции 
на ОХУЙ дополнения к множеству © до всего многообразия и=у, 
а так как это последнее множество есть А-множество, то № есть 
СА-множество. 

Далее, во всяком многообразии 4 = с0п3$, очевидно, содержатся 
точки множества ЕЁ, принадлежащие только счетной системе кон- 
ституант этого множества. Так как вдоль всякой параллели оси 
ОП все точки, принадлежащие множеству ЕЁ, входят в одну и 
ту же его конституанту, то точки трансфинитной единственности 
множества Ё могут проектироваться в пространство ОХ УЙ только 
в такие точки (119121) множества ©, которые имеют то свойство, 
что ни одна точка (51/525), такая, что у. < у, и входящая 
в множество @, не входит в конституанты, номер которых 
меньше, чем номер конституанты, содержащей точку (719/51). 
Следовательно, в каждой плоскости х = соп$ф точек множества У 
будет не больше, чем различных конституант множества Ё, т. о. 
счетное число. 

Очевидно, далее, что всякая точка, для которой выполнено 
условие 2) нашей леммы *, необходимо входит в множество ХУ. 
Таким образом множество ХУ есть счетно-формное относительно 
плоскостей х = соп5ё СА-множество, заключенное в поверхности 
и такое, что его проекция на ось ОХ совпадает с проекцией на 
эту ось всей поверхности ©. 

Однако П. С. Новиков доказал, что всякое счетно-формное 
СА-множество может быть униформизировано СА-множеством (9 
Следовательно, это имеет место по отношению к множеству У, 
а также и по отношению к поверхности ©. 


о 


* Т. е. она является минимальной по ОУ точкой. 
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Следствие. Проекция на ось ОХ С А-поверхности ©, имею- 
щей свойство 2), необходимо есть А5-множество. 

14. На основании этой леммы мы докажем следующую теорему: 

ТЕОРЕМА У. (А)-операция над А5-множествами. всегда приво- 
Оит в А.-мноэжествам. ь 

Доказательство. Пусть множество ЕЁ, лежащее ‘на оси 
ОХ, есть результат (А)-операций над А5-множествами. В таком 
случае существует некоторое элементарное плоское решето, со- 
стоящее из А>-множеств, определяющее множество Е. Обозначим 
через /) элементарное решето, состоящее из верхних сторон пря- 
моугольников, покрывающее решето С. 

Следуя методу П. С. Новикова *, построим ограниченную 
снизу по ОУ СА-поверхность, имеющую свойство 1) и проекти- 
рующуюся на ось ОХ в множество Ё. Пусть с есть некоторый 
олемент решета С, расположенный на верхней стороне некоторого 
прямоугольника п ранга п, входящего в число прямоугольников, 
образующих решето Р. Обозначим через с* гребенку, состоящую 
пз точек прямоугольника п, проектирующихся в множество С. 
Очевидно, в пространстве ОХУй существует некоторая униформ- 
ная по оси Ой СА-поверхность Ф, состоящая из отрезков, парал- 
лельных оси ОУ, и такая, что ее проекция на плоскость ОХУ 
есть множество с*. Сумма всех поверхностей Ф, отвечающих мно- 
зкествам с* ранга п, есть некоторая СА-поверхность, униформная 
по оси ОЙ и пересекающаяся всякой плоскостью х=6015 по В-мно- 
жеству. Методом Серпинского мы можем, исходя из этих по- 
верхностей, построить СА-поверхность 9, проектирующуюся в ядро 
решета С. 

Так как решето С элементарное, то его ядро имеет на каждой 
пересекающей его прямой 5 = с0156 нижнюю точку. Следовательно, 
поверхность Ф имеет свойство 2); кроме того, она имеет свойство 
1), так как им обладает каждая из исходных поверхностей. Сле- 
довательно, на основании предыдущей леммы, поверхность Х мо- 
жет быть униформизирована СА-кривой, т. е. множество Е есть 
А5-множество. ПИЛ. 


Тем же методом, которым получена лемма’1Х, легко получить 
следующий результат.“ Назовем окаймленным слева всякое мно- 
жество, содержащее свою левую грань. Эту последнюю мы назовем 
в этом случае левым концом множества. 

Пусть Ё есть некоторое СА-множество, лежащее на оси ОХ, 
Е, — его коьституанты. Тогда имеем: 

совокупность всех левых концов мномееств Е» есть СА-мно- 
окества. 


* См. (№) стр: 10. 


©> 
> 
г> 
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И мы можем сформулировать следующую редукцию: 

если существует СА-мноожество, имеющее несчетное число кон- 
ституант, окаймленных слева (в частности, замкнутых), то 
существует и СА-множество без совершенного ядра. 

Отметим, что из приведенной выше леммы следует, что всяког 
плоское СА-или А›- множество, пересекающееся параллелями к оси 
ОУ по множествам замкнутым, проектируется на ось ОХ в 
А›-мнозмсество. 

Естественно возникает следующий вопрос: верно ли это для 
С А-множеств, пересекаемых по ЁР.? Это особенно интересно по- 
тому, что П. С. Новиков показал, что всякое А.-множество есть 
проекция СА-множества, пересекаемого по В-множествам [см. ($), 
теорема ИП. 

15. Известно, что (А)-операция есть частный случай операции 
решета. Точнее: элементарное решето есть геометрическая форма 
(А)-операции. Однако, вообще говоря, операция решета есть опе- 
рация более широкая. Например, результат (А)-операции над 
СА-множествами есть С-множество второго класса, тогда как 
результат операции решета над СА-множествами есть произволь- 
ное А.-множество. 

Мы выделим ряд случаев, в которых операция решета оказы- 
вается эквивалентной (.4)-операции. 

Пусть Р есть некоторое семейство линейных множеств, Г’ 
некоторое семейство плоских множеств. Мы скажем, что семей- 
ство Р’Л-нормально, если всякая ()-порция всякого 
множества Ё, принадлежащего семейству Л’, про- 
ектируется на ось ОХ в некоторое множество со- 
мейства /. 

Известно, например, что счетно-формные В-множества образуют 
В-нормальное семейство *; А-множества образуют А-нормальное 
семейство; П. С. Новиков показал, что осчетио-формные СА- или 
А,-множества образуют А.-нормальные семейства. 

Докажем следующую теорему. 

ТЕОРЕМА У1!. Пусть 0’ есть некоторое О-нормальное семей- 
ство. Тогда результат операции решета над любым мномееством 
семейства П необходимо эквивалентен результату (А)-операции 
над системой множеств, принадлежащих семейству П'. 

Доказательство. Мы будем считать, что множество Ё 
семейства /)’ лежит в фундаментальном квадрате плоскости ОХУ. 
Пусть < есть множество точек х, оси ОХ таких, что прямая 
ф = 2, пересекает множество Ё по множеству, не вполне упоря- 
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доченному вверх. Покажем, что © есть ядро некоторой (А)-опера- 
ции над множествами семейства ДО. 

Пусть п есть некоторый прямоугольник Бора ранга п, г’ 
прямоугольник Бора ранга п—1, содержащий п. Обозначим 
через с ортогональную проекцию на верхнюю сторону прямо- 
угольника п части множества Ё, лежащей внутри прямоугольника 
п’и выше прямоугольника т; е есть множество семейства 2. 

Обозначим через с* множество всех точек, принадлежащих п 
и проектирующихся ортогонально в множество с. Пусть Я,» есть 
сумма всех гребенок с* ранга п. Введем следующее обозначение: 


м = Ат На. 


Очевидно, проекция Я на ось ОХ есть множество 40, так как 
всякой точке множества # отвечает падающая последовательность 
множеств, имеющая ту же проекцию на ось ОХ, и наоборот. 

Каждому прямоугольнику Бэра плоскости ОХУ мы поставим 
в соответствие некоторый прямоугольник т плоскости ОХТ, имею- 
щий ту же проекцию на ось ОХ, причем так, чтобы проекции 
всех этих прямоугольников на’ ось ОТ были попарно без общих 
точек и образовали вполне упорядоченное вверх семейство отрез- 
ков. Эти прямоугольники плоскости ОТ мы назовем прямоуголь- 
никами первого ранга. 

Пусть теперь определены все прямоугольники т плоскости ОХТ 
ранга =п— 1. Пусть прямоугольник 7 ранга п —1 плоскости 
ОХТ поставлен в соответствие некоторому прямоугольнику п 


плоскости ОХУ. Обозначим через {п} семейство всех прямоуголь- 
ников Бэра, содержащихся в п. Прямоугольнику п: мы поставим 
в соответствие некоторый прямоугольник 7, содержащийся в пря- 
моугольнике т и имеющий ту же проекцию на ось ОХ, что и п.. 
Кроме того, мы потребуем, чтобы все проекции прямоугольников 
т: на ось ОТ были попарно без общей точки и образовали вполне 
упорядоченную вверх систему интервалов. Совокупность всех та- 
ких прямоугольников т. мы назовем прямоугольниками ранта п. 
Очевидно, каждому из определенных нами прямоугольников Т 60- 
ответствует некоторый прямоугольник п. Поместим на верхнюю 
сторону прямоугольника т множество с, геометрически тождествен- 
ное множеству с; очевидно совокупность всех с образует элемен- 
тарное решето, и все эти множества принадлежат семейству Р. 
Пусть © есть ядро полученного решета. Легко видеть, что всякой 
точке множества © отвечает точка множества #, имеющая ту же 
проекцию на ось ОХ, т. е. проекция 9 на ось ОХ есть мно- 


жество ©. 
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16. Отметим некоторые следствия из полученной теоремы: 

1) Теорема о том, что семейство А-множеств или А„-множеств 
инвариантно относительно операции решета, на основании дока- 
занной теоремы, есть следствие из того, что семейства А-множеств 
(или А,-множеств) инвариантны относительно проекций и элемен- 
тарных операций [к которым приводится (А)-операция]. 

2) Из доказанной нами теоремы о том, что семейство А5-мно- 
жеств инвариантно относительно (А)-операции, следует, что опе- 
рация решета над 45-нормальными СА- или А5-множествами всегда 
приводит к 45-множествам. В частности, этим свойством обладают 
следующие семейства СА- и А.-множеств: 

а) счетно-формные множества; 

Ь) множества, не имеющие ни на одной прямой х=6003% соъер- 
шенного ядра; 

с) множества, пересекаемые всякой прямой х=с0п$$ по мно- 
жеству замкнутому (или пустому). 


Математич. институт им. В. А. Стеклова. Поступило 
Академия Наук СССР. 10. ХИ 1936. 
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А. ШАРООМОЕЕ. ЗОВ 9 ОЕГООЕ$ СОМРЕЕМЕХКТА1ВЕ$ А ХАГУТО ЕВ 
ОМТЕОВМЕУ 


ВЕЗОМЕ 


Рапз Пе ргбзепф агйее пом; 6баа1оп$ дае]ааез рибпотёпез 1165 
а Горбгайоп (А) еМесфбасе зав 1е5$ рго]есЯопз Чез сотр]6тепбазгез 
‚ата! уйачез иоогтез. 

№15 арре!опз (у)-рогйоп 4’ип епзеш Ме р1ап ЕЁ, ГепзетЫе 
4ез роз 4е Ё 9400 1ез ргодесйопз сиг Рахе ОУ аррагйеппепь 
А цпе рогяоп 4е сеф ахе, Ихбе а |’ауапсе. 

Е4апф 4оппбе ппе Гат Ше 4’епзетЫез раз {р} её ипе ГашШе 
4’епзетЪ1ез Ипёа1тез {2}, поз 415003 Чие 1ез епзешЫез 4е Ла [а- 
шШе ил 501$ Д-погтаих, 51 1а ргодесйоп 4е фоще (у)-ротйоп 4е 
100 спзетЫе Че 1а Гате 1 2”} аррагЫепф А 1а ГапПе о 
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Еп рагисиПег поиз 415003 фие ]ез епзет Без 4е 1а {ашШе { р” 
500$ а-погтаах, $1 1а {апиШе {0} ез6 14епй ие ай согрз пт- 
шит сопбепапф 1ез епзет Без С 4е с1аззе «. 

Ауес себе а6йилйоп помз ауопз 1е5 В6огётез эзиуапф5: 

ТНЕОВЁМЕ ПТ. Тоиё епзет О е ризапр рагие 4и согрз тат- 
тит, сотепаптт 1е; епзет Фез С ае с4а55е а, её а ртоуеспот а’ип 
сотр ётетиите апйуидие итирюгте а-погта4. 

ТНЕОВЁМЕ ТУ. 50й Е ип сотрётетате апйуидие ипогте 
С-поттий, © (а ртоесиоп а4е Е зиг Гахе ОХ. Гез ргоуесиотз а4ез 
сопзиатез 4е Е рюттет зоироит$ ипе аёсотрозйюп 4е ©, гёви- 
[цеге епфетз 1а тезите её (а сайёеоте. 

№ №5 автопёгоп$ епсоге 1е &Б6отёше эа1уап&: 

ТНЕОВЁМЕ У. Га ат Ше @аез ртотесйопз аез сотрётеплатез 
апауидиез ип]огтез езё тоатуаме раг таррогё а Горёгайоп (А). 

Еш аррПаиат6 ]а пббо4е фаз поп$ а реги Че абтопфтег се 
Чегплег бВботёше оп реш оБепаг 1ез 4еах ргороз\лотз зуапфез: 

Оп епзет Це СА (ой @меп 45) ди езй соирё раг 1ощез 1е$ ра- 
гаИ@е; а Рахе ОУ зилоатт аез епзет 4 ез ]егтеёз ош блеп о4ез, рей 
10и]оитз @те ипуогпизег ай тоуеп Фип епзет йе ае тёте палиге. 

ГРеждяетсе 4’ипв сотрЁтепаге апйуидае ауат ипе трпиё поп 
4ёпотдта е ае сопиатлез дир зотф 4ез епзет1ез. }егтёз , етаталте 
Резллзфетсе 4’ип сотр@6тетоте апйуйдие дир пе сопиепё аисип 
епзет йе рагращ. 
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РЕЗОЛЮЦИЯ 


Группы математики Академии Чаук СССР по докладам Институтов математики 
и механики от 22—53 февраля 1937 г. об итогах научной работы в 1936 г. 
и о тематических планах работы на 1937 г. 


Заслушав доклады Математического института им. В. А. Стеклова Акаде- 
мии Наук СССР, Механико-математического отдела Физико-технического инсти- 
тута Академии Наук БССР, Математического института Грузинского филиала 
Академии Наук СССР, Научно-исследовательского института математики Мо- 
<ковского государственного университета, Научно-исследовательского инсти- 
гута механики Московского государственного университета и Научно-исследо- 
вательского института математики и механики Ленинградского государственного 
университета об итогах научной работы в 1936 г. и о тематических планах работы 
на 1937 г., Группа математики Академии Наук СССР констатируст, что в ука- 
занных институтах научная работа в настоящее время протекает по ниже- 
следующим основным направлениям и проблемам. 


1. Математический институт им. В. А. Стеклова Академии Наук СССР 


1) Исследование основных тригонометрических сумм в аналитической 
теории чисел и применение их к решению конкретных задач. 

2) Проблема распределения простых чисел. 

3) Изучение функций в алгебраических телах. 

4) Исследование новых классов трансцендентных чисел. 

5) Геометрия теории Галуа. 

6) Изучение конечных групп. 
7) Изучение топологических свойств однородных пространств. 
) Комбинаторный анализ. 
9) Сходимость и суммируемость ортогональных рядов. 
) Логика суждений с бесконечным числом операций. 

11) Изучение эффективных множеств. 

12) Геометрическая теория Функций комплексного переменного. 

13) Теория интерполяции функций комплексного переменного. 

14) Теория функций от матриц. 

15) Линейный функциональный анализ. 

16) Общая теория уравнений в частных производных гиперболичесвого типа. 

17) Уравнения в частных производных для типов, отличиых от нормально 
гиперболического, эллиптического и параболического. 

13) Обратная задача теории потенциала. 

19) Нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения. 

20) Развитие методов приближенного решения уравнений в частных про- 
изводных и интегральных уравнений. 

21) Разработка методов построения и составление математических таблиц. 

22) Ряд конкретных проблем механики и математической физики, имеющих 
приложение в технике. 


2. Механико-математический отдел Физпко-технического института Академии 
Наук БССР 


1) Дифференциальная геометрия (проблема дифференциальных форм и их 
инвариантов). 
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2) Дифферепциальные уравнения (проблема Пфаффа, системы дифферен- 
циальных уравнений с частными производными, приближенные методы решения 
дифференциальных уравнений). 

3) Аналитические функции (проблема асимптотичееких значений аналити- 
ческих функций). 

4) Теория упругости и теория механических колебаний (задача о балке 
на упругом основании, влияние вязкости на затухание волн в земной коре). 


3. Матэмагический инетитут Грузинекого филиала Академии Наук СССР 


1) Вопросы обоснования арифметики и анализа. 

2) Геометрическая теория чисел, в частности нахождение числа целых 
точек в многомерных эллипсоидах и гиперэллипцсоидах. 

3) Изучение функций двух комплексных переменных. 

4) Конструктивная теория функций комплексного переменного. 

5) Теория. механических квадратур в связи с численным решением диффе- 
ренциальных и интегральных уравнений. 

` 6) Исследования по теории краевых задач математической физики и теории 

упругости методом интегральных уравнений (статические и динамические 
задачи). 

7) Изучение теории вращающейся вязкой жидкости. 


4. Научно-исследовательекий институт математики Московекого государствен- 
ного университета 


1) Качественные методы изучения обыкновенных дифференциальных урав- 
нений. 

2) Приложение функционального анализа к решению интегральных и ип- 
тегро-дифференциальных уравнений. 

3) Изучение уравнений теплопроводности в связи с’ соответствующими 
практическими задачами. 

4) Общая теория систем уравнений в частных производных. 

5) Построение новой систематической теорим субгармонических и поли- 
гармонических функций. 

6) Проблема интерполяции в комплексной области. 

7) Конформные отображения и ортогональные полиномы в комплексной 
области. 

8) Перэстройка основ топологии-—теория дискретных пространств, аксио- 
матика. р 

9) Завершение гомологической теории замкнутых множеств и законов 
двойственности. 

10) Проблема отображений многообразий и теория открытых отображений. 

11) Теория случайных функций, уравнения случайных процессов с их при- 
менениями в физике, биологии и т. д. 

12) Предельные теоремы и арифметика законов распределения. 

13) Эмпирическое определение законов распределения и ряд специальных 
проблем технической и биологической статистики. 

1%) Изучение комплексов и конгруэнций прямых и изгибаний. 

15) Вопросы аксиоматики и комплэксной проективной геометрии.* 

16) Работа по номографии. 

17) Проблема метрической двойственности в дифференциальной геометрии. 

18) Инварианты тензоров различных типов. 
) Теория сетей на поверхностях. 
20) Изучение специальных вопросов теории конечных групи. 
) Теория бесконечных групи. - 
22) История, философия математики и математическая логика. 


5. Научно-исследовательский институт механики Московского государ-® 
ственного университета 


Вариационные принципы механики. 

Теория гироскопов и ее технические приложения. 

Общая гидромеханика. 

Проблема колебаний тел, погруженных в жидкость. 
Экспериментальное исследование гидродинамических спеитров. 
Теория гидравлического удара. 

Теория турбулентности и пограничного слоя. 


шо<жмтюь = 
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8) Теория крыла. 

9) Теория штопора. 

10) Динамика полета. 

11) Контактные проблемы теории упругости. 
12) Теория пластичности. 

13) Общая и прикладная теории упругости. 
14) Теория конечных деформаций. 


6$. Научно-иселедовательский институт математики и механики „Тенинград- 
екого государственного университета 


а) По отделу математицни 


) Некоторые вопросы обоснования математики. 
) Теория квадратичных форм. 
) Теория бесконечных дискретных групп. 
') Аналитическая теория чисел. 
5) Геометрия выпуклых поверхностей в целом. 
6} Некоторые вопросы теории правильного разбиения пространства. 
7) Теория узлов. 
8) Вопросы приближения в теории фуниций вещественного переменного. 
) Механические квздратуры. 
10) Вопросы функционального анализа для линейных пространств и теория 
полуупорядоченных пространств. 

11) Экстремальные задачи геометрической теории функций комплексного 
переменного. 

12) Аналитическая теория линейных интегральных уравнений и теория 
фундаментальных функций комплексного переменного. 

13) Теория функций матриц и ее приложения к линейным дифференциаль- 
ным уравнениям. 

14) Периодические движения и устойчивость для обыкновенных уравнений 
и уравнений в частных производных. 

15) Предельные задачи уравнений в частных производных. 

16) Сингулярные и нелинейные интегральные уравнения. 

17) Общая теория уравнений в частных производных. 

13) Предельные теоремы для цепей Маркова. 


6) По отделу механики 

1) Методика оптического метода исследования напряжений. 

2) Экспериментально-теоретические исследования напряжений в изотроп- 
ных и анизотропных телах. 

3) Изучение напряжений и устойчивости оболочек. 

4) Некоторые вопросы линейных и нелинейных колебаний. 

5) Изучение механики пластически деформируемого тела и усовершенство- 
вание теории пластичности металлов. 

6) Различные вопросы взаимодействия твердого тела с потоком. 

7) Методика измерения сил давления и скоростей в турбулентном и неуста- 
'овившемся потоках. 

8) Турбулизирующее влияние поверхности тела на обтекающий его поток. 

9) Применение метода математической статистики к изучению турбулент- 
пого потока. 

10) Различные проблемы газовой динамики. 


В результате обсуждения докладоз всех указанных институтов, Группа 
математики пришла к следующим выводам: 

1) Групна обращает внимание институтов на желательность при плани- 
ровании исходить не только из существующих уже конкретных работ, а из 
иообходимости направлять работу ближайших лет по новым крупным и актуаль- 
ным проблемам. Для этого целесообразно организовывать предварительные 
семинары, посвященные изучению соответствующего вопроса, считая это одним 
из важнейших моментов плановой работы. При этом необязательно фиксировать 
получение результатов в течение ближайшего времени. Отметить в этом отно- 
шении удачный опыт Научно-исследовательского института математики и меха- 
низт ЛГУ (функциональный анализ, приближенные методы интегрирования 
дифференциальных уравнений в частных производных и вопросы акустики). 

2) Считать важным четкую организацию коллективной работы в институтах 
по отделам или небольшому числу руководящих постоянных семинаров, объеди- 
няющих всех сотрудников, работающих в соответствующем направлении. 
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3) Отметить, что во всех математических институтах, не говоря уже о меха- 
нических институтах, большинство тем которых тесно связано с заданиями 
промышленности, имеется конкретно выраженная тенденция приближения 
основной теоретической тематики к запросам практики. В качестве примеров 
можно указать следующие: Математический институт Академии Наук—эффек- 
тивные методы конформных отображений, задачи математической физики, 
эффективные методы анализа; Научно-исследовательский институт математики: 
МГУ работы по теории вероятностей, ряд работ по задачам теплопроводности, 
сближение исследований по качественным методам анализа с непосредственными 
запросами радиотехники и механики; Научно-исследовательский институт мате- 
матики и механики ЛГУ— постановка работ по предельным задачам уравнений 
в частных производных (акустика), приближенные методы решения интеграль- 
ных уравнений в применении к задачам гидромашиностроения; Отдел матема- 
тики и механики при Физико-техническом институте Академии Наук БССР 
приближенные методы решения дифференциальных уравнений, задачи теории 
упругости; Институт математики Грузинского филиала Академии Наук—ряд 
проблем теории упругости и распространения электромагнитных волн. 

4) Наряду с этим Группа считает важным дальнейшее развертывание спе- 
циальных прикладных отделов, которые должны опираться на работу теорети- 
ческих отделов институтов и установить непосредственный контакт с техниче- 
скими институтами и производственными организациями. 

5) Группа придает большое значение развитию в институтах консульта- 
ционной работы, особенно в областях техники, не имеющих своей собственной 
математической базы. 

6) Отмечая тот факт, что ряд математических институтов принимает участие 
в работе по средней школе, считать весьма желательным усилить эту отрасль 
работы институтов. 

7) Считать желательным установить более тесную связь сотрудников мо- 
сковских и ленинградского институтов с периферийными математическими 
институтами. При этом следует отметить слабую использованность сотрудников 
Ленинградского института для выездов в периферийные институты. Наряду 
с этим желательно усилить научные командировки сотрудников периферийных 
институтов в крупные математические центры. 

8) Группа отмечает, что все институты уделяют болыпое внимание вопросу 
подготовки аспирантуры, причем научная работа аспирантов занимает заметное 
место в тематических планах работ самих институтов. 

9) Группа считает необходимым сосредоточить подготовку аспирантов 
в основных математических институтах, где аспиранты могут быть обеспечены 
высококвалифицированным научным руководством. Наряду с этим необходимо 
отметить настоятельную необходимость создания для аспирантов универси- 
тетских институтов благоприятных материальных условий для научной работы. 

10) Группа констатирует совершенную недостаточность имеющихся кадров 
по механике. Необходимо обратить самое серьезное внимание на подготовку 
новых кадров (методы подготовки, число аспирантов и т. п.). 

1!) Группа поддерживает ходатайство Научно-исследовательского инсти- 
тута математики и механики ЛГУ перед Наркомпросом РСФСР и Комитетом 
по делам высшей школы об утверждении в настоящее время в этом институте 
четырех новых вакантных мест для аспирантов, ввиду наличия соответствующих 
кандидатов из числа окончивших Ленинградский университет. 

12) Принимая во внимание, что Ленинград является крупным математи- 
ческим центром, считать желательным организацию в Ленинграде математиче- 
ского журнала типа «Математического сборника». 

13) Признавая, что экспериментальная работа в современной механике 
имеет большое значение, считать ‘необходимым расширение существующих 
механических лабораторий. В частности, необходимо расширение помещений 
и снабжение лабораторий точной измерительной аппаратурой. 

14) Группа считает весьма желательным усиление отпуска валютных средств 
научно-исследовательским институтам математики и механики Московского 
и Ленинградского университетов для приобретения иностранной литературы 
и научного оборудования. 
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